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1 はじめに
オイラーグラフのオイラー回路 C = v0 → v1 → v2 →

· · · → vm → v0 に対して最短部分閉路長 s(C) を次のよ
うに定義する．

s(C) = min{(j − i) mod m | vi = vj}.

オイラーグラフ G に対して，G のオイラー回路 C の最
短部分閉路長の最大値

e(G) = max{s(C) | C is an Eulerian circuit of G}

を G のオイラー回帰長 (Eulerian recurrence length) と
呼ぶ．著者は，奇数 n個の点からなる完全グラフ Kn の
オイラー回帰長 e(Kn) の決定に取り組んでいる．現在，
13以下の奇数 n については，計算機を使って e(Kn) の
値が決定されている．一方，15以上の奇数 n について
著者らは，n−4 ≦ e(Kn) ≦ n−3という不等式を得，さ
らに 15以上のすべての奇数 n について e(Kn) = n− 4

が成り立つことを予想している [1]．著者らは，次の 2つ
の予想を証明することにより数学的帰納法で上の予想を
証明する方針を立てている．

予想 1. 3以上の奇数に対して定義された関数
f(n) = n− e(Kn) は，広義の単調増加関数で
ある．

予想 2. e(K15) = 11 が成り立つ．

本論文では，上の予想 2 の証明のために最短部分閉路長
が 12である K15 のオイラー回路の探索を計算機上で実
行する場合を考え，探索空間のサイズを縮小するための
制約条件の導入とそれによる探索空間の縮小の効果につ
いて考察する．本論文では，目的とする探索における探
索空間は，探索の対象となっている全体集合の要素のう
ち探索中に調べられたものすべてからなる集合とする．
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目的とする探索とは，最短部分閉路長が 12である K15

のオイラー回路の探索であり，全体集合とは，初期配置
と呼ばれる特定の小道を延長して得られる小道すべてか
らなる集合である．

2 探索空間のサイズ
以 下 で は ，完 全 グ ラ フ K15 の 点 集 合 を

{0, 1, 2, . . . , 14} ⊆ Z とする．さらに，K15 の点集
合と辺集合を，それぞれ，V (K15) と E(K15) で表
す．完全グラフ K15 のオイラー回路 C の長さは，
105 =

(
15
2

) である．
無向グラフの歩道 W について，W 上連続して並ん
だ m 個の点の中に同じ点が 2 回以上現れないことを
Pm(W ) で表し，W は条件 Pm を満たすと言う．条件
P12 を満たす任意のオイラー回路 C について，C に点
の置換 ρ を施すことにより C が必ず

13 → 0 → 1 → 2 → · · · → 9 → 10 → 11 → 0 → 12

の形の部分小道をもつようにできる．このことは，
e(K15) ≦ 12 から導かれる．従って，長さ 14 の上記
の小道を目的とする探索における初期配置とすることが
できる．この初期配置を I(15) で表す．
14未満の正整数 i について，I(15) における i の出
現位置を p(i) で表し，I(15) において出現位置が j で
ある点を q(j) で表す．I(15) の最初の点 13 の出現位置
は，p(13) = 0 とする．点集合上の置換 φ : V (K15) →
V (K15) を φ(0) = 0, φ(14) = 14, 及び 0 < i < 14 なら
ば φ(i) = q(14− p(i)) により定義する．初期配置 I(15)

を前方に延長して得られる小道 W に写像 φ を施すこ
とにより，I(15) を後方に延長した形の小道，すなわち
小道でその最後の長さ 14の部分小道が初期配置 I(15)

になっているものが得られる．従って，初期配置 I(15)

を前方に延長して得られ，条件 P12 を満たす長さ 59の
小道すべてからなる集合を X とおいたとき，X を単一
のハッシュ表に格納できれば X のサイズ (要素数) |X|
に比例した計算時間で条件 P12 を満たす K15 のオイ
ラー回路が存在するか否かを決定することができる．こ
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のときハッシュ表 H に格納するのは，X に属する小道
W そのものではなく，W に含まれる辺すべてからなる
集合 E(W ) とする．X の各要素 W について W を長
さ 1延長した小道 W ′ をすべて求め，E(W ′) の補集合
E(K15)− E(W ′) を H に対して検索する．
乱数を使った計算機実験により |X| の推定値として

255 程度の値が得られている．さらに，各 W ∈ X につ
いて W を長さ 1延長した小道 W ′ の個数の平均の推定
値は，1.7 以下である．さらに，X を得るために探索す
る部分小道の総数 (探索空間全体のサイズ) の推定値は，
|X| の 2.5倍以下である．
現在著者が使用できる計算環境における主記憶容量は，
数百ギガバイト程度であり，単一のハッシュ表に格納でき
る要素数は，235 程度である．X を n 個に分割してハッ
シュ表に格納した場合，使用する計算資源の量が n 倍に
なってしまう．この問題に対処するために複数の X の
要素を代表する要素をハッシュ表に格納する方法を検討
している．初期配置 I(15) に含まれない辺をランダムに
m 個選び，それらからなる集合を S = {e1, e2, . . . , em}
とおく．X の各要素 W について E(W )−S をハッシュ
表に格納し，小道 W ′ について (E(K15)−E(W ′))− S

を検索する．X の要素の内この検索を通過した要素すべ
てからなる集合 X ′ のサイズが X に比べて十分に小さ
くなれば，同様の操作を繰り返すことにより使用する計
算資源の量を大幅に縮小できる．

3 枝刈りDNF

X の要素 W すべてについてハッシュ表に対して W

を検索するには莫大な計算資源を必要とするので，何ら
かの方法で延長しても条件 P12 を満たすK15 のオイラー
回路が得られない X の要素をなるべく多く省くことが
望ましい．そのために枝刈り DNFの導入を提案する．
辺の集合 S で「I(15) を後方に条件 P12 満たす

ように延長したとき長さ 59 になるまでに必ず S

の要素が現れる」という条件を満たすものが存在
す る ．例 え ば ，{(13, 10), (13, 11), (13, 12), (13, 14)}
が そ の よ う な S の 例 で あ る ．他 に
{(10, 12), (10, 14), (11, 9), (11, 14), (12, 9), (12, 14)}
等が挙げられる．このような集合 S を危険集合と呼ぶ
ことにする．辺 (i, j) に対して命題変数 X(i, j) で「辺
(i, j) が小道 W に含まれる」という命題を表し，危
険集合 S = {(i1, j1), (i2, j2), . . . , (ik, jk)} に対応する
項 X(i1, j1) ∧X(i2, j2) ∧ · · · ∧ X(ik, jk) を X(S) で表
す．危険集合の族 S = {S1, S2, . . . , Sm} に対して DNF

X(S) = X(S1) ∨X(S2) ∨ · · ·X(Sm) を枝刈り DNFと

呼ぶ．探索中の小道 W に対して枝刈り DNFが真であ
れば W を枝刈りしてよい．
さらに，相対的危険集合と相対的枝刈り DNFを次の
ように定義する．初期配置 I(15) から小道を延長すると
き，部分小道W の終点から初期配置に向かって出現順に
点に 0から始まる相対的な番号を付ける付け方は 8通り
存在する．これらを相対的な出現の型と呼ぶ．命題変数
Y (i, j)で「W における相対番号 iの点と j の点を結ぶ辺
がW に含まれる」という命題を表す．相対的な出現の型
t を初期配置とし条件 P12 を満たす長さ 59 の小道に必
ず S = {(i1, j1), (i2, j2), . . . , (ik, jk)} に属する相対番号
の対に対応する辺が現れるとき，S を相対的危険集合と
呼び，対応する項 Y (i1, j1)∧Y (i2, j2)∧· · ·∧Y (ik, jk)を
Y (S)で表す．相対的危険集合の族 S = {S1, S2, . . . , Sm}
に対して DNF Y (S) = Y (S1) ∨ Y (S2) ∨ · · ·Y (Sm) を
相対的枝刈り DNFと呼ぶ．探索中の小道 W に対して
相対的枝刈りDNFが真であれば W を枝刈りしてよい．

4 まとめと今後の課題
完全グラフ K15 のオイラー回路の最短部分閉路長に
ついての予想 (第??節における予想 2)を計算機を使った
探索により証明する際の探索空間のサイズについて考察
し，探索空間のサイズを縮小する方法として枝刈りDNF

と相対的枝刈りDNFの導入を提案した．2種類のDNF

による制約の導入による探索空間縮小の効果は，現時点
では殆ど得られていない．複雑な枝刈り DNF及び相対
的枝刈り DNFの構築により目的とする探索を完了する
ことが今後の課題である．
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