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1 導入
グラフ G の頂点集合を V (G)，辺集合を E(G) と表
す。部分集合 U ⊆ V (G)による Gの誘導部分グラフを
G[U ]で表す。また，グラフ Gのパスを (u1, u2, . . . , uk)

のように表記する。ここで，1 ≤ i ≤ k − 1 に対し
て uiui+1 ∈ E(G) である。始点が u，終点が v であ
るパスを u-v パスという。二つの u-v パス P1, P2 が，
V (P1) ∩ V (P2) = {u, v}かつ E(P1) ∩ E(P2) = ∅であ
るとき，P1 と P2 は内素であるという。
T1, T2, . . . , Tk を連結グラフ Gの全域木とする。任意
の 2頂点 u, v に対して，全域木 Ti における u-v パスを
Pi としたとき，P1, P2, . . . , Pk が互いに内素であるなら
ば，T1, T2, . . . , Tk はGの完全独立全域木であるという。
Hasunuma[2]によって，完全独立全域木が定義された。
文献 [2]では，完全独立全域木の特徴付けも示されたが，
ここではそれと異なる特徴付けを紹介する。
V (G) の分割を (V1, V2, . . . , Vk) とする。二部グラフ

B(Vi, Vj , G)を，頂点集合の二部分割が (Vi, Vj)であり，
辺集合が {uv | u ∈ Vi, v ∈ Vj , uv ∈ E(G)} である
グラフとする。V (G) の分割 (V1, V2, . . . , Vk) が以下の
二つの条件を満たすならば，その分割を G の CIST-

Partitionという。

• 任意の 1 ≤ i ≤ k に対して G[Vi]が連結である。
• 任意の 1 ≤ i < j ≤ k に対して，二部グラフ
B(Vi, Vj , G)の各成分が木ではない。

Araki[1]による，グラフが完全独立全域木を持つため
の特徴付けを以下に示す。

定理 1.1 ([1]). 連結グラフ G が k 個の完全独立全域
木を持つための必要十分条件は，G が CIST-Partition

(V1, V2, . . . , Vk)を持つことである。

平面グラフとは，辺が交差しない描画を持つグラフで
ある。外平面グラフとは，平面グラフであり，かつすべ
ての頂点が外面に接しているような描画を持つグラフで
ある。正整数 k ≥ 1に対して，平面グラフ Gが k 外平

面グラフであるとは，以下の性質を満たすことをいう。

1. G が外平面グラフならば，G は 1 外平面グラフで
ある。

2. Gが外平面グラフでないとき，Gの描画において外
面と接する頂点を削除したグラフが k − 1外平面グ
ラフならば，Gは k 外平面グラフである。

Hasunuma[3]によって，任意の 4連結極大平面グラフ
に 2 つの完全独立全域木が存在することが証明された。
また，Péterfalvi[4] は，3連結極大平面グラフには 2つ
の完全独立全域木を持たないものが存在することを証明
した。本研究では 3連結内部極大平面グラフについて考
察し，次の二つを示した。（1）任意の 3連結内部極大 2

外平面グラフに 2 個の完全独立全域木が存在する。（2）
3連結極大 4外平面グラフに 2個の完全独立全域木を持
たないものが存在する。

2 3連結内部極大 2外平面グラフ
3連結内部極大 2外平面グラフとは，3連結かつすべ
ての内面が三角形である 2外平面グラフである。3連結
内部極大 2 外平面グラフ G は，以下の性質を満たすこ
とが証明できる。

1. 外面と接する頂点の集合を VC としたとき，VC が誘
導する部分グラフ G[VC ] がサイクルとなる。すな
わち，G[VC ]は弦（外面と接しない辺）を持たない。

2. VI = V (G) \ VC が誘導する部分グラフ G[VI ]は連
結な外平面グラフである。

外面に接する頂点の集合 VC による誘導部分グラフ
GC = G[VC ] を G の外周と呼ぶ。また，外周を取り除
いて得られる部分グラフを GI = G[VI ]と表す。
すべての内面が 3サイクルであることから，以下の性
質が成り立つ。

1. 外周上の任意の辺 e = c1c2 に対して，ある u ∈ VI

が存在して，3サイクル (c1, u, c2, c1)がある。
2. GI の外面と接する任意の辺 e = u1u2 に対して，e
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がGi のブリッジならば，外周上の 2個の頂点 c1, c2

が存在して，4 サイクル (u1, c1, u2, c2, u1) がある。
e が GI のブリッジがないならば，外周上の頂点 c

が存在して，3サイクル (u1, c, u2, u1)がある。

ここでは，次の命題を証明する。

定理 2.1. 3連結内部極大 2外平面グラフ Gには，2個
の完全独立全域木が存在する。

Proof. 本稿では証明の概要のみ示す。G に CIST-

Partition (V1, V2)が存在することを示す。
まず VI が 1頂点のときを考える。VI = {v}とし，外
周上の任意の頂点 cを選び，V1 = {c, v}, V2 = V (G)\V1

とすると，G[V1]と G[V2]はどちらも連結であり，かつ
B(V1, V2, G)が連結グラフであり，かつ木でないことが
簡単に確認できる。よって，(V1, V2)は CIST-Partition

である。
VI が 2 つ以上の頂点を持つとする。V1 = VC，V2 =

VI とする。G[V1] と G[V2] はどちらも連結であること
は簡単に分かる。次に，二部グラフ B = B(V1, V2, G)

を考える。まず，B が連結グラフであることを示すこ
とができる。よって，B(V1, V2, G) にサイクルが存在
することを示せばよい。GI にブリッジ u1u2 があると
き，外周上の頂点 c1, c2 が存在して，G に 4 サイクル
(u1, c1, u2, c2, u1) がある。u1, u2 ∈ V1，c1, c2 ∈ V2 よ
り，これは B 上のサイクルである。GI にブリッジが存
在しないとき，GI の外面と接する辺は回路（closed trail）
CI = (u1, u2, . . . , uk)を誘導する。CI 上の各辺 uiui+1

に対して，外周上の頂点 ci が存在して uici, ui+1ci が B

の辺となる。これより閉路 CI から B 上の閉じた u1-u1

ウォークが存在することがいえる。このウォークはサイ
クルを含ので，(V1, V2)は CIST-Partitionである。

3 3連結極大 4外平面グラフ
Péterfalvi[4]により，3連結極大平面グラフには 2個
の完全独立全域木を持たないものが存在することが示さ
れた。Péterfalvi の証明の概要は以下の通りである。も
し 3 連結極大平面グラフ G に 2 個の完全独立全域木が
存在したとすると，その双対グラフ Gd は 3連結 3正則
平面グラフであり，かつハミルトニアンであることが証
明できる。逆に，3連結 3正則平面であり，かつハミル
トニアンでないグラフの双対グラフから，2個の完全独
立全域木を持たないグラフを構成可能である。実際，3

連結 3正則平面であり，かつハミルトニアンでないグラ
フが存在することがすでに知られている [5]。

図 1 2 個の完全独立全域木を持たない 3 連結極大 4

外平面グラフの例

この方法によって作成したグラフの一例が図 1 であ
る。このグラフは 4 外平面であることが確かめられる。
したがって，次の命題が成り立つ。

定理 3.1. 3 連結極大 4 外平面グラフには，2 個の完全
独立全域木を持たないものが存在する。

4 まとめと今後の課題
本発表では，任意の 3連結内部極大 2外平面グラフは

2個の完全独立全域木を持つこと，および 3連結極大 4

外平面グラフには 2個の完全独立全域木を持たないもの
が存在することを示した。3連結内部極大 3外平面グラ
フが 2個の完全独立全域木を持つかどうかを明らかにす
ることが今後の課題である。
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