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1 はじめに
多層ニューラルネットワーク [1]において層を深くして

行くと、ある深さから精度が著しく劣化することが知ら
れている。この対策としてスキップコネクション（ショー
トカット接続）が導入された残差ネットワーク（Residual
Network）が考案された [2]。残差ネットワークでは層を
深くすればするほど、学習時の精度が向上することが報
告されている。スキップコネクションをもつ残差ネット
ワークでは、目標関数そのものを学習するのではなく、
目標関数と入力の残差を学習する。よって、目標関数が
恒等関数に近いときでも非線形ネットワークで容易に学
習できると考えられている。
果して劣化問題をスキップコネクションで攻略できる

理由はそれだけであろうか？
この疑問に答えるため、本研究では全く異なった視点

から深層化に対する劣化問題を捉え、新たな攻略法につ
いて考察したい。

2 スキップコネクションと誤差曲面の形状
深層ニューラルネットワークの学習における誤差曲面

の停留点の多くは鞍点（saddle point）であると考えら
れている。特に、図 1のような monkey鞍点（monkey
saddle）の場合、x = 0の直線上の任意の点 (0, y)で y

軸方向の傾き（1次微分）が 0となる。2次微分（ヘッセ
行列）まで考慮した準ニュートン法はこの鞍点にトラッ
プされる [3]。

図 1 monkey鞍点： f(x, y) = x3 − 3xy2.

図 2の残差ネットワークで第２層から第４層が恒等関
数であるときを考える。このとき、W 2 = 0でW 3は任
意、あるいはW 3 = 0でW 2 は任意となり、残差ネッ
トワークの誤差曲面には図 1のようなmonkey鞍点が現
れることが予想される。よって、図 2のような深層残差
ネットワークでは、高次元の重み空間上にmonkey鞍点
が幾重にも重なる誤差曲面となることが推測される。
このような誤差曲面を攻略する最適化法（optimizer）

として、最近急速に普及しているのが、Adam（Adaptive
moment estimation）である [4]。Adamは１次最適化法
であり、１回の更新当たりの計算量が少ない。一方、２
次最適化法としてはサドルフリーニュートン法が知られ
ている [3]。この方法は固有値の計算が必要であり、計
算量に難点がある。

3 スキップコネクションとモデル集合
深層ニューラルネットワークにスキップコネクション

を導入すれば、層を深くすればするほど精度を向上する
ことが可能となった。これはなぜであろうか？この理由
についてモデル集合の観点から考えてみたい。まず、図
2の残差ネットワークが３層の場合を考え、入力をx、隠
れ層のニューロン数を N、重みパラメータをW2−N−1

とすれば、ネットワークで表せる関数は f(x;W2−N−1)
となる。重み空間内の一つの点に対してある関数が対応
し、これより３層ネットワークで表現できる関数の集合
が得られる。この集合を {f(x; W2−N−1)}で表す。層数
を５、７、…と増やすとスキップコネクションの存在か
らそれぞれの関数集合の間には次の包含関係が成り立つ。

{f(x; W2−N−1)} ⊆ {f(x; W2−N−N−N−1)}
⊆ {f(x; W2−N−N−N−N−N−1)}

... (1)

すなわち、深い層の残差ネットワークは必ず浅い層の残
差ネットワークを含み、層数を増やせば増やすほど表現
できる関数のクラスが広がることがわかる。
次の課題は、深層化によって関数空間の包含関係を内

包しつつ構築された特殊な構造をもった部分重み空間の
中で最適な重みベクトルを効率的に探索することである。
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本研究では、この課題解決のためにH∞学習を取り上
げる。

4 H∞ 学習
H∞ 学習問題とは、γf > 0が与えられたとき、

sup
w0,{vp}

k∑
p=0

‖ef,p‖2
(σ2

vI)−1

‖w − w̌0‖2

Σ−1
0

+
k∑

p=0

‖vp‖2
(σ2

vI)−1

< γ2
f (2)

を満たすH∞準最適な学習アルゴリズムFf を求める問
題である。ここで、ef,p = yp − hp(w)は出力誤差、w

は重みベクトル、vp は線形化誤差等である。 ■

このH∞学習問題の解は、ニューラルネットワークを
線形化した状態空間モデルにH∞フィルタ (EHF) [5] を
適用して得られる。この学習アルゴリズムは 1次微分の
みを用いて重み空間全体を探索してH∞準最適な解を求
めることから、g-EHF学習アルゴリズムと呼ばれる [6]。
次に、出力層のニューロン数が一つの場合を示す。

ŵk+1 = ŵk + Ks,k+1(yk+1 − hk+1(ŵk)) (3)

Ks,k+1 = P̂ k+1|kHT
k+1(Hk+1P̂ k+1|kHT

k+1 + 1)−1

P̂ k+1|k = P̂ k|k−1 − P̂ k|k−1

×
[

HT
k HT

k

]
R−1

e,k

[
Hk

Hk

]
P̂ k|k−1 (4)

ただし、

Hk =
∂hk(w)

∂w

∣∣∣∣
w=ŵk−1

, P̂ 0|−1 = ε0I, ε0 > 0 (5)

Re,k = R +
[

Hk

Hk

]
P̂ k|k−1

[
HT

k HT
k

]
R =

[
1 0
0 −γ2

f

]
, γf > 1 (6)

5 H∞ 学習の挙動解析
リカッチ方程式の解 P̂ k+1|k の逆行列は逆行列の補助

定理を用いれば次のように表すことができる。

P̂
−1

k+1|k = P̂
−1

k|k−1 + (1 − γ−2
f )HT

k Hk

= ε−1
0 I + (1 − γ−2

f )
k∑

i=0

HT
i Hi

= ε−1
0 I + (1 − γ−2

f )UkΛkUT
k

= Uk(ε−1
0 I + (1 − γ−2

f )Λk)UT
k (7)

ただし、

k∑
i=0

HT
i Hi = UkΛkUT

k , Λk ≥ 0 (8)

ここで、Λk は固有値からなる非負対角行列
diag{λ0, · · · , λk, 0, · · · , 0}、Uk は固有ベクトルか

らなる直交行列である。よって、式（7）より P̂ k+1|k
は次のように表すことができる。

P̂ k+1|k = Ukdiag{ ε0

1 + ε0(1 − γ−2
f )λ0

, · · · ,

ε0

1 + ε0(1 − γ−2
f )λk

, ε0, · · · , ε0}UT
k (9)

これより、式（3）による重みベクトルの更新方向は、固
有値 λiが十分に大きければ、H0, · · · ,Hkが張る部分重
み空間とほぼ直交する。その結果、H∞学習は鞍点を回
避して効果的に解を探索できる。

6 残差ネットワーク (ResNet)

ResNetは、ある２つの層間の出力をショートカット接
続 (shortcut connection)で結合した構造を含んだニュー
ラルネットワーク（NN）である [2]。ショートカット接続
とは、あるNNにおける l層の出力x ∈ RM と l+m層の
出力y ∈ RMを加算することである。その和をz = y+x

とする。なお、Rは実数全体の集合、l,m,M は自然数
である。このショートカット接続により、zを学習する
問題は残差 y = z−xを学習する問題に帰着できる。こ
のことから、このショートカット接続を含むNNは残差
ネットワーク (ResNet) と呼ばれる。

本研究では、図 2のような L層を持ち、各隠れ層の
ニューロン数が同じである、ResNetについて考える。こ
のResNetの層数 Lはショートカット接続の数 nで決定
される ( L = 2n + 3, n = 1, 2, . . .)。例えば、ショート
カット接続が n = 3であるとき層数はL = 9となる。図
2中の四角のニューロンは、応答関数が恒等関数であり、
しきい値を持たないことを表す。一方、丸のニューロン
は応答関数がシグモイド関数 f(x) = 1/(1+exp(−η0x))
であり、しきい値をもつことを表す (η0 > 0はシグモイ
ド関数の傾き)。図 2中の弧線はショートカット接続を
表す。
この L 層 ResNet に p 番目の入力 z1[p] =[

z1
1 [p], . . . , z1

N1
[p]

]T ∈ RN1×1 が与えられたとき、l 層

の出力 zl[p] =
[
zl
1[p], . . . , zl

Nl
[p]

]T ∈ RNl×1 を以下のよ
うに定める。

zl[p] = f(sl), sl = W l−1zl−1[p] + bl

(l = 2または l = 3, 5, . . . , L) (10)

zl[p] = sl, sl = W l−1zl−1[p] + zl−2[p]

(l = 4, 6, . . . , L − 1) (11)

ここで、Nlは l層のニューロン数、sl =
[
sl
1, . . . , s

l
Nl

]T ∈
RNl×1 は l層の膜電位、

f(sl) =
[
f(sl

1), . . . , f(sl
Nl

)
]T

(12)

は l層の膜電位 slの各成分に対するニューロンの出力か
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ら成るベクトル値関数である。また、

W l =

 wl
1,1 · · · wl

1,Nl

...
. . .

...
wl

Nl+1,1 · · · wl
Nl+1,Nl

 ∈ RNl+1×Nl (13)

は l+1層、l層間の重み行列、bl =
[
wl−1

1,0 , . . . , wl−1
Nl,0

]T

∈
RNl は l層のしきい値ベクトルである。

1st layer
(Input layer)

2nd layer L-th layer
(Output layer)

3rd layer 4th layer (L-3)-th
 layer

(L-2)-th
 layer

(L-1)-th
 layer

z1
1

z2
1

z1
L

z1 z2 z3 z4 zL-3 zL-2 zL-1 zL

W 1 W 2 W 3 W L-3 W L-2 W L-1

図 2 L層 ResNet；Lは層数であり（L = 2n + 3, n =
1, 2, . . .）、隠れ層のニューロン数 Nl, l = 2, . . . , L − 1
は等しい。zlは l層の出力、W lは l + 1層、l層間の重
み行列である。四角のニューロンは、応答関数が恒等写
像であり、しきい値を持たないことを表す。一方、丸の
ニューロンは応答関数がシグモイド関数であり、しきい
値を持つことを表す。lを 0ではない偶数とするとき、l

層と l + 2層はショートカット接続されている。

7 スキップコネクションを考慮した H∞ 学習
L層 ResNetにおける H∞ 学習は、文献 [7]で述べた

深層 NNの H∞ 学習とほとんど同じである。異なるの
は、NNの線形状態空間モデル

wk+1 = wk, mk = Hkwk + vk (14)

における観測行列

Hk = ∂hk(w)

∂w

∣∣∣∣
w=ŵk−1

∈ RNL×Nw (15)

の計算方法だけである。ここで、

w = [w1
1,0, w

1
1,1, . . . , w

1
N2,N1

, . . .

. . . , wL−1
1,0 , wL−1

1,1 , . . . , wL−1
NL,NL−1

]T ∈ RNw(16)

はすべてのしきい値と結合重みからなる重みベクトル、
hk(w) = [hk,1(w), . . . , hk,NL

(w)]T ∈ RNL×1 は時刻 k

の L層ResNetの出力 zL、ŵk−1は時刻 k− 1における
重みベクトルwの推定値である。
観測行列Hk 中の ∂hk

∂w1
j,i

は次式により計算される。

∂hk

∂w1
j,i

=
∂zL

∂sL
· ∂sL

∂zL−1

∂zL−1

∂sL−1
· · ·

· · · ∂s4

∂z3

∂z3

∂s3
· ∂s3

∂z2

∂z2

∂s2
· ∂s2

∂w1
j,i

(17)

= ΦL · ∂sL

∂zL−1

∂zL−1

∂sL−1
· · ·

· · · ∂s4

∂z3

∂z3

∂s3
· ∂s3

∂z2

∂z2

∂s2
· ∂s2

∂w1
j,i

(18)

... (19)

= Φ2 · ∂s2

∂w1
j,i

(20)

∂hk

∂w2
j,i

= Φ3 · ∂s3

∂w2
j,i

, · · · , ∂hk

∂wl
j,i

= Φl+1 · ∂sl+1

∂wl
j,i

(21)

特に、L層 ResNetの出力の次元数が NL = 1であると

き、
(
ΦL

)T

はスカラー φL となり、
(
Φl

)T

は Nl 次元

の列ベクトル
(
φl

)T

となるため、アマダール積¯を用
いて次のように逆方向の再帰式で計算できる。

(
φl

)T

=
(
φl+1W l

)T

¯


∂zl

1

∂sl
1

...
∂zl

Nl

∂sl
Nl

 (22)

(l = L − 1または l = L − 2, . . . , 5, 3)

(
φl

)T

=
(
φl+1W l + φl+2

)T

¯


∂zl

1

∂sl
1

...
∂zl

Nl

∂sl
Nl

 (23)

(l = L − 3, L − 5, . . . , 6, 4, 2)

ただし、

φL =
∂zL

1

∂sL
1

∈ R (24)

8 シミュレーション
排他的論理和（XOR）問題に対して L層残差ネット

ワーク (ResNet)を用いて H∞ 学習（γf = 1.7）を行っ
たときの学習過程について考察する。そのため、100本
の学習曲線と、学習終了時における学習回数（epoch数）
の統計量を、それぞれ図 3と表 1に示した。これより、
深層化することによって学習回数が単調に減少すること
がわかる。この際、H∞学習は、１）初期重みに依存し
ない；プレトレーニング不要、２）バッチノーマライゼ
イション不要;勾配消失問題なし、３）ReLU不要；シグ
モイド関数可、４）中間層のニューロン数の調整不要、
などの特徴を備えていた（スキップコネクションがない
場合は文献 [7]を参照されたい）。最急降下方向に更新
した場合（P̂ k+1|k = P̂ 0|−1）、層数を増やすにつれて平
均学習回数が増加し、L = 801で 4833.9となった。
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一方、図 4と表 2には Adam [4]を用いたときの結果
を示した。学習回数の平均は H∞ 学習の 100倍近くに
なっている。層数を増やすとH∞学習と同様に学習回数
が減少する傾向があったが、深い層では学習曲線の後半
で激しく振動していることがわかる。これは Adamが
モーメント法の一種であることから予測できる（深くて
狭い谷で激しく振動）。Adamが性能を発揮するために
はモーメント β1, β2 の調整に注意が必要である。

9 まとめ
論理関数XORを深層残差ネットワークでH∞学習し

た結果、１００１層までパラメータの調整を一切しなく
ても、ランダムに選んだ１００種類の初期重みに対して
すべて２０回程度の epoch数で学習が終了した。一方、
Adamを用いた学習では１更新当たりの計算量は少ない
が、学習回数（epoch数）が初期重みに大きく依存し、
その回数は H∞学習の 100倍近かった。これより、H∞
学習と Adamは鞍点の多い誤差曲面における解の探索
戦略が本質的に異なることがわかる。
今後は、多出力系のニューラルネットワークに対して

l-EHF [6]をベースに実用的な H∞ 学習アルゴリズムの
開発を目指したい。

表 1 L層 ResNetにおける学習終了時の学習回数に関
する統計量 (重みは区間 [−0.05, 0.05]の一様分布により
初期化)。目的関数は H∞ ノルム (最大エネルギーゲイ
ン)、学習法は g-EHF法 (γf = 1.7)、訓練集合は排他的
論理和の真理値表、入力層のニューロン数は N1 = 2、
隠れ層のニューロン数は Nl = 5 (l = 2, . . . , L − 1)、出
力層のニューロン数は NL = 1、隠れ層および出力層の
応答関数はシグモイド関数、シグモイド関数の傾きは
η0 = 2.5、打ち切り誤差は 10−2。

層数 L 学習回数の平均 学習回数の標準偏差

5 25.92 2.59
101 23.17 2.36
201 22.58 2.31
401 21.74 1.96
801 20.74 2.39
1001 20.57 2.23
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(b)L = 201
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(c)L = 1001

図 3 L層ResNetにおける 100本の学習曲線 (重みは区
間 [−0.05, 0.05]の一様分布により初期化)。目的関数は
H∞ノルム、学習法は g-EHF法 (γf = 1.7)、訓練集合は
排他的論理和の真理値表、入力層のニューロン数はN1 =
2、隠れ層のニューロン数は Nl = 5 (l = 2, . . . , L − 1)、
出力層のニューロン数は NL = 1、隠れ層および出力層
の応答関数はシグモイド関数、シグモイド関数の傾きは
η0 = 2.5、打ち切り誤差は 10−2。

表 2 L層 ResNetにおける学習終了時の学習回数に関
する統計量 (重みは区間 [−0.05, 0.05]の一様分布により
初期化)。学習法は Adam(α = 0.01, β1 = 0.79, β2 =
0.78, ε = 10−8)、訓練集合は排他的論理和の真理値表、
入力層のニューロン数は N1 = 2、隠れ層のニューロン
数は Nl = 5 (l = 2, . . . , L − 1)、出力層のニューロン数
は NL = 1、隠れ層および出力層の応答関数はシグモイ
ド関数、シグモイド関数の傾きは η0 = 2.5、打ち切り誤
差は 10−2。

層数 L 学習回数の平均 学習回数の標準偏差

5 2160.5 442.5
101 1984.9 447.9
201 2078.1 467.4
401 1950.8 423.6
801 1783.7 346.4
1001 1724.6 366.2
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(a)L = 5
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(b)L = 201
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(c)L = 1001

図 4 L層 ResNetにおける 100本の学習曲線 (重みは
区間 [−0.05, 0.05]の一様分布により初期化)。学習法は
Adam(α = 0.01, β1 = 0.79, β2 = 0.78, ε = 10−8)、訓
練集合は排他的論理和の真理値表、入力層のニューロン
数は N1 = 2、隠れ層のニューロン数は Nl = 5 (l =
2, . . . , L − 1)、出力層のニューロン数は NL = 1、隠れ
層および出力層の応答関数はシグモイド関数、シグモイ
ド関数の傾きは η0 = 2.5、打ち切り誤差は 10−2。
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