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抄録
近年，推薦システムでは，MF（Matrix Factorization）
と呼ばれる，ユーザの未評価アイテムに対して，評価の
予測値を取得する技術が用いられることが多い．MFは
評価行列から各ユーザのベクトルおよび各アイテムのベ
クトルを得る．ユーザとアイテムとの内積は，ユーザの
アイテムに対する評価や興味を表す．ここで，あるアイ
テムとの内積が大きくなるユーザ数を知ることで，その
アイテムの市場規模を知ることができる．この数を内積
空間におけるカーディナリティとする．本研究では，こ
れを高速・高精度に推定するアルゴリズムを提案する．
実データを用いた実験により，提案アルゴリズムの有効
性を確認する．

1 はじめに
近年，eコマースやソーシャルネットワーキングサー
ビスの普及により，様々なアプリケーションで推薦シス
テムが利用されている [12, 20]．推薦システムでは，協調
フィルタリングが用いられることが多い [19]．協調フィ
ルタリング手法の 1つとしてMF（Matrix factorization）
と呼ばれる技術がある [3, 9, 25]．MFは，ユーザの未評
価アイテムに対して評価の予測値を取得する手法である．
MFは，ユーザがアイテムに対して行った評価を記録し
た評価行列を，ユーザの行列とアイテムの行列を表す 2

つの行列に分解する．そして，分解した 2つの行列を掛
け合わせることで，ユーザの未評価アイテムへの評価の
予測値を得る．この評価の予測値を基にユーザにアイテ
ムが推薦される．また，ユーザの行列とアイテムの行列
から得られる評価行列の各要素は，ユーザベクトルとア
イテムベクトルの内積である．内積が大きいほど，ユー
ザがアイテムに対して満足する可能性が高く，また，興
味を示す可能性が高い．
ここで，あるアイテムに興味を示すユーザ数を基に，
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そのアイテムの影響度・購買規模を推定できる．あるア
イテムに興味を示すユーザ数を知ることは市場規模を推
定する上で重要である．内積空間におけるカーディナリ
ティを，あるアイテムベクトルをクエリとした時，クエ
リとの内積が大きくなるユーザベクトルの数とする．
内積空間におけるカーディナリティを求める単純な手
法は，対象となる全てのデータとクエリとの内積を計算
し，内積が閾値以上となるかを調べるものである．しか
し，多くの eコマース企業では大量のデータを管理し，
また，ベクトルの次元数も一般的に大きいため，この手
法では膨大な時間がかかってしまう．また，カーディナリ
ティは厳密である必要はなく，近似値で良い．そのため，
カーディナリティ推定技術には，効率性と高精度性が求
められる．クエリとの距離が閾値以下となるデータ数を
推定する問題の研究は行われている [7, 10, 14, 15, 26]が，
内積空間におけるカーディナリティを推定する研究は行
われていない．本研究では内積空間におけるカーディナ
リティを高速に推定するための新しいアルゴリズムを提
案する．
提案アルゴリズムは，オフラインフェーズとオンライ
ンフェーズに分かれる．オフラインフェーズでは，データ
をノルム順にソートしておき，ノルムの大きさに応じて
グループを作成する．次に，内積空間におけるカーディナ
リティを角距離に関するカーディナリティに置き換える
ためにデータを変換する．そして，角距離に関するカー
ディナリティを推定する手法 [27]を使用するために，変
換したデータを LSH（Locality Sensitive Hashing）[5]で
ハッシュテーブルに格納しておく．オンラインフェーズ
では，コーシーシュワルツの不等式により，クエリとの
内積が閾値以上になることがないデータを除外する．そ
して，除外されなかったデータに対して，[27]を用いる
ことで，内積空間におけるカーディナリティを求める．
本研究の貢献は以下の通りである．
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・内積空間におけるカーディナリティ推定アルゴリズ
ムを提案する．

・実データを用いた実験により，提案アルゴリズムの
有効性を確認する．

以降では，2章で問題定義および予備知識の説明を行
い，3章で関連研究を紹介する．そして，4章で提案ア
ルゴリズムの詳細を説明し，5章で実データを用いた実
験により提案アルゴリズムの性能評価を行う．最後に 6

章でまとめを行う．

2 予備知識
2.1 定義
定義 1（内積）．ベクトル x = (x0, ..., xd−1) ∈ Rdおよ
びベクトル y = (y0, ..., yd−1) ∈ Rd が与えられた時，x

と yの内積を x · yと表記する．また，x · y =
∑d−1

i=0 xiyi

である．

問題定義.データセット P，クエリ q，および閾値 τ が
与えられたとき，q · p ≥ τ を満たすデータ p ∈ P の数
(カーディナリティ)を推定する．
2.2 角距離に関するカーディナリティ推定の既存手法
文献 [27]では，単位超球面上のベクトル p̄0, ..., p̄n−1

が要素である集合 P̄，単位超球面上のクエリベクトル q̄，
および閾値 aが与えられたとき，q̄と p̄とのなす角度を
θq̄p̄ とし，θq̄p̄ ≤ aとなる p̄ ∈ P̄ の数を推定するアルゴ
リズムが提案されている．

定義 2（角距離に関するカーディナリティ推定）．単位超
球面上のベクトル p̄0, ..., p̄n−1 が要素である集合 P̄，単
位超球面上のクエリベクトル q̄，および閾値 aが与えら
れたとする．また，q̄と p̄とのなす角度を θq̄p̄とし，θq̄p̄

が a以下となるデータ p̄を要素とする集合をAq̄とする．
このとき，|Aq̄|を推定する．

この手法では，オフラインフェーズで角距離のための
LSH[5]を用いて P̄ をハッシュテーブルで管理しておき，
オンラインフェーズでは作成したハッシュテーブルを使
用し，θq̄p̄ ≤ a を満たすデータを重点的にサンプリン
グすることでカーディナリティを推定する．オフライン
フェーズおよびオンラインフェーズについて詳細を説明
する．

2.2.1 オフラインフェーズ
文献 [5]で提案されている LSHは，角度が小さいベク
トル同士が高確率で同じハッシュ値を持つハッシュ関数
である．このハッシュ関数を式 1に示す．rは各要素が
平均 0，分散 1の正規分布に従うベクトルである．

hr(p̄) =

0 (if r · p̄ ≤ 0)　
1 (otherwise)

(1)

また，2つのベクトル q̄および x̄が同じハッシュ値にな
る確率を式 2に記す．θq̄x̄ は q̄ と x̄のなす角度であり，
θq̄x̄ = cos−1(q̄ · x̄)である．

Pr[hr(q̄) = hr(x̄)] = 1− θq̄x̄
π

(2)

このハッシュ関数を t個組み合わせたハッシュベクトル
g(p̄) = (h0(p̄), ..., ht−1(p̄))を p̄0, ..., p̄n−1 に対して求め
る．そして，求めたハッシュベクトルをキーとするハッ
シュテーブルで p̄を管理しておく．さらに，これをK回
繰り返してK 個のハッシュテーブルを作成する．また，
各バケットに入っているベクトル数を記録しておく．
2.2.2 オンラインフェーズ
各テーブルにおいて，クエリ q̄のハッシュベクトルを
求める．次に，求めたハッシュベクトルからハミング距
離が µ以下となるキーを持つバケットを探す．ただし，
本研究において，µは aを用いてチューニングする．LSH

の性質から，ハミング距離が µ以下のバケットに存在す
るベクトルは，高確率でクエリとの角距離が a以下とな
るベクトルである．つまり，これらのバケットからベク
トルをランダムにサンプリングすることで，θq̄p̄ ≤ aを
満たすベクトルを重点的にサンプリングできる．以降で
はサンプリングの対象となり得るベクトルを集めた集合
をサンプリングプールという．
次に，サンプル x̄から |Aq̄|を推定する手順について
説明する．まず，ハッシュベクトルの長さが tであるた
め，式 2よりサンプル x̄およびクエリ q̄ のそれぞれの
ハッシュベクトルがハミング距離 iとなる確率は式 3と
なる．

P(dq̄x̄ = i|θq̄x̄) =
(
t

i

)(
1− θq̄x̄

π

)t−i (
θq̄x̄
π

)i

(3)

ここで，dq̄x̄は，サンプル x̄のハッシュベクトルとクエ
リ q̄のハッシュベクトルとのハミング距離を表す．また，
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q̄のハッシュベクトルからハミング距離が µ以下となる
バケットに，x̄が入る確率 p(x̄)は式 4から求まる．

p(x̄) =

µ∑
i=0

P(dq̄x̄ = i|θq̄x̄) (4)

次に，確率変数 Z を式 5で定義する．

Z =


∑K

k=1 Ck
q̄ (µ)

K·p(x̄) (if θq̄x̄ ≤ a)　
0 (otherwise)

(5)

ここで Ck
q̄ (µ)は，テーブル k においてクエリ q̄ のハッ

シュベクトルからハミング距離が µ以下となるバケット
に入っているベクトル数の合計値である．s回サンプリ
ングを行い，式 5から Z1, Z2, ..., Zs を求める．これら
の平均値

∑s
i=1 Zi

s をカーディナリティ|Aq̄|の推定値とす
る．また，文献 [27]で定理 1が成り立つことが示され
ている．

定理 1．E[
∑s

i=1 Zi

s ] = |Aq̄|

3 関連研究
様々な距離空間においてカーディナリティを推定する
アルゴリズムが提案されている [7, 10, 14, 15, 26]．文献
[14]では，メトリック空間におけるカーディナリティ推
定アルゴリズムが提案されている．このアルゴリズムは，
カーネル密度推定を利用したものである．クエリとサン
プル点の距離にチューニングされたカーネル関数を適応
させることで，クエリとの距離が閾値以下になる確率を
推定し，その確率からカーディナリティを推定する．文
献 [26]では，深層学習を利用し，特徴抽出モデルと回帰
モデルで構成されたアルゴリズムを提案している．これ
らの手法は距離空間におけるカーディナリティを推定す
るものであり，内積には対応していない．
また，クエリベクトル qおよびP が与えられたとき，q
との内積が上位 k個となる pを解として出力する k-MIPS

と呼ばれる問題を解くためのアルゴリズムが提案されて
いる [1, 2, 6, 11, 16, 17, 21–24]．さらに，k-MIPSをユーク
リッド空間における k最近傍検索に置き換えることで解
を求めるアルゴリズムも提案されている [3, 4, 8, 13, 18]．
文献 [11]では，FEXIPROというアルゴリズムが提案さ
れている．このアルゴリズムは，特異値分解，整数近
似，および正数変換の 3つの要素からなる枝刈りを行い，
残ったデータに対してシーケンシャルスキャンをするこ
とで高速に k-MIPSを解く．k-MIPSを解くための手法

において，閾値を τ にすることにより本問題を解くこと
はできる．しかし，これらの手法は推定ではなく検索を
行うため，ベクトルのアクセス回数が多く，カーディナ
リティ推定に対して非効率的である．

4 提案アルゴリズム
内積空間は，角距離空間に変換することが可能である．
そのため，この変換後，2.2節で紹介したアルゴリズム
を用いてカーディナリティ推定が可能となる．しかし，
この方法（ベースライン）は角度の性質のみ考慮される
ため，サンプリングプール内には条件を満たさないデー
タも含まれている．そこで，コーシーシュワルツの不等
式を用いて，ノルムが小さく，クエリとの内積が閾値を
満たさないデータを除外することにより，不要なデータ
をサンプルする確率を下げることができる．これにより，
ベースラインよりも必要なデータを重点的にサンプリン
グすることができる．つまり，同じサンプリング回数で
もベースラインより高精度にカーディナリティを推定で
きる．
まず，内積空間におけるカーディナリティを角距離に
関するカーディナリティに置き換える手法について説明
する．次に，提案アルゴリズムのオフラインフェーズお
よびオンラインフェーズについて説明する．
4.1 角距離への変換
データセット P 内のデータ pおよびクエリ q を式 6

および式 7で変換する．ただし，M0は P 内のデータの
最大のノルムとする．

p̄ =
1

M0

(
p0, p1, ..., pd−1,

√
M2

0 − ||p||2
)

(6)

q̄ =
1

||q||
(q0, q1, ..., qd−1, 0) (7)

ここで，||p̄|| = 1および ||q̄|| = 1であるため，q · p ≥ τ

のとき，

q̄ · p̄ =
q · p

||q||M0
≥ τ

||q||M0
⇐⇒ cos θq̄p̄ ≥ τ

||q||M0
(8)

となる．また a = cos−1 τ
||q||M0

とすると，式 8から

θq̄p̄ ≤ a (9)

となる．
つまり，本問題の q ·p ≥ τ を満たす pの数は，θq̄p̄ ≤ a

を満たす p̄の数 |Aq̄|となる．
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図 1: ハッシュテーブルに格納する例

4.2 オフラインフェーズ
オンラインフェーズでクエリとの内積が閾値を満たさ
ないデータを効率的に除外するために，データをノルム
の降順にソートし，グループに分割する．次に，内積空
間におけるカーディナリティを角距離におけるカーディ
ナリティに置き換えるためにデータ pを変換する．そし
て，ハッシュテーブルでデータを管理する．オフライン
フェーズのアルゴリズムの詳細をアルゴリズム 1に示す．
まず，データをノルムの降順にソートする（1–2行）．

1つのグループに入るデータ数を n′とし，n′からグルー
プの数 bを求める（3行）．その後，データをグループ
に分割する（4–10行）．ソートされたデータ上位 n′ 個
をグループ G0 のデータ，次の上位 n′ 個をグループ G1

のデータとしてデータをグループに分割する．ここで
グループGj に属しているデータの最大ノルムをMj と
する．
次に，各グループGj 内のデータについて，式 6を用
いて pを p̄に変換する．その後，2.2.1項で述べた手法と
同様に式 1のハッシュ関数を使用し，長さ tのハッシュ
ベクトルを求める．そして，求めたハッシュベクトルを
キーとするハッシュテーブルで pを管理する．これをK

回繰り返し，K個のハッシュテーブルでデータを管理す
る．さらに，ハッシュテーブル内の各バケットに入って
いるデータ数を記録する（11–14行）．ただし，グルー
プGj におけるK個のハッシュテーブルで構成される集
合を Hj とし，グループ Gj 内のデータのみでなく，グ
ループ G0 から Gj までのデータをまとめてHj 内のK

個のハッシュテーブルが管理するように作成する．
図 1に K = 3としてハッシュテーブルでデータを管
理する例を示す．オンラインフェーズでは，連続したグ
ループを枝刈りすることでそのグループ内のデータをま

Algorithm 1: Offline phase
Input: Set P of n data vectors, number of elements of

group n′, length of hash vector t, and number of
hash tables K

Output: number of groups b, maximum norms {
M0,M1, ...,Mb−1}, and sets {H0, H1, ..., Hb−1

}
1 Compute ||p|| for all p ∈ P

2 Sort P in descending order of ||p||
3 b = ⌈ n

n′ ⌉
4 j = 0

5 for i = 0, n′, 2n′, ..., (b− 1)n′ do
6 Mj = ||pi||
7 Gj = ∅
8 for m = i, i+ 1, ..., i+ (n′ − 1) and m ≤ n do
9 Gj = Gj ∪ {pm}

10 j = j + 1

11 for j = 0, 1, ..., b− 1 do
12 for ∀p ∈ Gj do
13 Transform p into p̄ by equation 6

14 Make Hj by equation 1

とめて枝刈りする．そして，枝刈りされなかったデータ
を管理しているハッシュテーブルを対象とし，そのハッ
シュテーブル内のある条件を満たすバケットを探索する
手順がある．ここで，枝刈りされなかったデータがグルー
プG0からGαに属している場合を考える．グループGj

内のデータのみを Hj 内の K 個のハッシュテーブルで
管理すると，対象のハッシュテーブルはH0からHα内
のものとなり，ハッシュテーブル数はK(α+ 1)個とな
る．一方，グループ G0 から Gj までのデータをまとめ
て Hj 内の K 個のハッシュテーブルで管理しておくこ
とで，対象のハッシュテーブルはHα内のもののみであ
り，ハッシュテーブル数はK個となり，対象のハッシュ
テーブル数を削減できる．対象のハッシュテーブル数が
減少することで，探索するバケット数も減少し，バケッ
トの探索時間を削減できる．
4.2.1 オンラインフェーズ
グループGjに属しているデータ pは，Mj+1 ≤ ||p|| ≤

Mj であり，コーシーシュワルツの不等式から

q · p = ||q||||p|| cos θqp ≤ ||q||||p|| ≤ ||q|| ·Mj (10)

となる．よって，pと q の内積の上限を ubj とすると，
ubj = ||q|| · Mj となる．ここで，ubj < τ となるとき，
Mj ≥ Mj+1 ≥ · · · ≥ Mb−1であるため，以降のグループ

FIT2021（第 20 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2021 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 12

第2分冊



図 2: サンプリングプール作成の例

Gj , Gj+1, ..., Gb−1 における ubj は τ 未満である．従っ
て，ubj < τ となるとき，Gj , Gj+1, ..., Gb−1 に属する
データ pと qとの内積は閾値 τ 以上にはならないため，
これらのデータを除外できる．
オンラインフェーズのアルゴリズムの詳細をアルゴリ
ズム 2に示す．まず，ubj を用いてノルムが小さくクエ
リ qとの内積が閾値 τ 以上とならないグループを除外す
る（1–5行）．残ったグループの数を f とする（6行）．
次に，式 7より qを q̄に変換する（7行）．除外されな
かったグループG0, G1, ..., Gf−1に属するデータを管理
しているハッシュテーブル集合Hf−1について，2.2.2項
と同様にサンプリングプール SP を作成する（8–12行）．
また，ハッシュテーブル kにおいて q̄のハッシュベクト
ルからハミング距離 µ以下となるキーを持つバケット内
のデータ数 Ck

q̄ (µ)を求める（13行）．図 2にサンプリ
ングプールを作成する例を示す．
最後に，|Aq̄|を推定する（14–21行）．サンプリング
プール SP からランダムにサンプル x̄を選び，式 5を適
用することで Z を計算する．このサンプリングを s回
行い，Z1, ..., Zs から平均値を求め，平均値

∑s
i=1 Zi

s が
|Aq̄|の推定値となる．これを解として出力する．

5 評価実験
本章では，提案アルゴリズムの性能評価のために行っ
た実験の結果を示す．本実験は，3.2GHz Intel Core i7，
および 64GB RAMで構成される PC上で行い，全ての
アルゴリズムは C++で実装した．
5.1 設定
本実験では，提案アルゴリズムおよびベースライン
の評価を行った．また，コーシーシュワルツの不等式を
用いた厳密解アルゴリズムとの時間比較を行った．この

Algorithm 2: Online phase
Input: query q, threshold τ , sampling number s, length of

hash vector t, number of hash tables K, number of
groups b, sets {H0, H1, ..., Hb−1 }, and maximum
norms {M0,M1, ...,Mb−1}

Output:
∑s

i=1 Zi

s

1 Compute ||q||
2 for j = 0, 1, ..., b− 1 do
3 ubj = ||q|| ·Mj

4 if ubj < τ then
5 break

6 f = j

7 q̄ ← q transformed by equation 7
8 SP = ∅
9 for k = 1, 2, ...K do

10 Compute hash vector for q̄
11 B ← buckets whose keys have less distance than µ

from q

12 Add p̄ ∈ B to SP

13 Compute Ck
q̄ (µ)

14 for i = 1, 2, ..., s do
15 Sample x̄ from SP

16 θq̄x̄ = cos−1(q̄ · x̄)
17 if θq̄x̄ ≤ cos−1 τ

||q||M0
then

18 Compute p(x̄) by equation 4

19 Zi =
∑K

k=1 Ck
q̄ (µ)

K·p(x̄)

20 else
21 Zi = 0

アルゴリズムは，データをノルムの降順にソートして
おき，与えられたクエリに対して線形探索を行い，コー
シーシュワルツの不等式で得られる内積の上限が閾値未
満になる時に探索を終了するアルゴリズムである．
5.1.1 評価指標
本実験では，複数のクエリを発行した時の時間 [msec]

（クエリ処理時間の平均）および誤差（各クエリにおけ
る相対誤差の平均）を評価した．ただし，発行したクエ
リの内，実際のカーディナリティが 0となるものに対し
ては，相対誤差を求めることができないため，そのよう
なクエリは除いて，評価指標を求めた．
5.1.2 データセット
本実験では，3つの実データセット Netflix1，Yahoo!

song2，およびAmazon3を用いた．これらはMFによって

1http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Netflix+Prize
2https://webscope.sandbox.yahoo.com/index.php
3https://jmcauley.ucsd.edu/data/amazon/
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表 1: データセットの統計

データセット Netflix Yahoo! song Amazon

ユーザ数 480,189 1,948,882 2,088,620

アイテム数 17,770 98,211 200,941

クエリ数 17,770 9,822 20,095

表 2: パラメータの設定

データセット パラメータ 値
Netflix τ 4, 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5

s 1000, 5000, 10000

Yahoo! song τ 60, 70, 80, 90
s 1000, 5000, 10000

Amazon τ 4, 4.2, 4.4, 4.6

s 1000, 5000, 10000

得られた 50次元のユーザベクトルおよびアイテムベク
トルのデータセットである．Yahoo! songおよびAmazon

では，アイテムベクトルの中からランダムにサンプリン
グしたものをクエリとして使用した．表 1にデータセッ
トの統計を示す．
5.1.3 パラメータ
本実験で用いたパラメータの設定を表 2 に示す．太
文字で示している値がデフォルトのパラメータである．
ハッシュテーブル数K は 10，ハッシュベクトルの長さ
tは 15，およびグループ内のデータ数 n′は 50,000とし
た．また，提案アルゴリズムおよびベースラインで共通
するハミング距離 µは，ランダムにサンプリンングした
複数のクエリについてベースラインを使用し，aを変化
させることで適切な値を調べて設定した．
5.2 実験結果
5.2.1 閾値 τ の影響
τ を変化させた時の実験結果を表 3，表 4，および表

5に示す．τ の増加に伴い，クエリとの内積が τ 以上と
なる条件を満たすデータ数が減少する．これにより，サ
ンプリングプール内の条件を満たすデータ数も減少し，
条件を満たすデータをサンプリングする確率が下がり，
相対誤差が大きくなる．一方，τ の増加に伴い，ハミン
グ距離の閾値 µは小さくなる．これにより，探索するバ
ケットの数が減少し，サンプリングプール内のデータが

減少することで．条件を満たすデータをサンプリングす
る確率が上がり，相対誤差が小さくなる．以上より，τ の
増加に伴い，相対誤差が大きくなる影響と相対誤差が小
さくなる影響がある．Netflix，Amazon，および Yahoo!

song（τ が 80から 90の間）では，τ の増加に伴い，相
対誤差が増加しているため，相対誤差が大きくなる影響
の方が強いと考えられる．また，Yahoo! song（τ が 60

から 80の間）では，τ の増加に伴い，相対誤差が減少
しているため，相対誤差が小さくなる影響の方が強いと
考えられる．
5.2.2 厳密解アルゴリズムとの比較
厳密解アルゴリズムとの比較の実験結果を表 3，表 4，
および表 5に示す．提案手法では，厳密解アルゴリズム
よりも高速にカーディナリティを推定できることが分か
る．特に，表 5の τ = 4の時，提案手法は，誤差が小さ
く，厳密解アルゴリズムよりも約 280倍高速である．
5.2.3 サンプリング回数 sの影響
sを変化させた時の実験結果を表 6，表 7，および表 8

に示す．いずれのデータセットの場合も，同じサンプリ
ング回数において，提案手法の方は同程度の時間で小さ
い相対誤差を達成している．これは，提案手法でノルム
の小さいデータを除外したサンプリングプールの作成に
より，無駄なサンプリングが無くなったことが理由であ
る．また，サンプリング回数の増加に伴い，相対誤差は
下がっていることが確認できる．さらに，Amazonの相
対誤差がNetflixおよびYahoo! songのものと比べ，小さ
くなっていることが分かる．これは，サンプリングプー
ル内に占める，閾値を満たすデータの割合がAmazonに
おいて高く，解となるデータを重点的にサンプリングで
きるためであると考えられる．

6 結論
本研究では，内積空間におけるカーディナリティ推定
問題に取り組んだ．コーシーシュワルツの不等式により，
ノルムの小さいデータを除外するとともに，内積空間に
おけるカーディナリティを角距離に関するカーディナリ
ティに置き換え，サンプリングを用いた手法を利用する
アルゴリズムを提案した．実データを用いた実験の結果
から，提案手法の有効性を示した．
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表 3: τ の影響（Netflix）

τ 4 4.1 4.2

評価指標 相対誤差 時間 相対誤差 時間 相対誤差 時間
ベースライン 0.293 0.5 0.349 0.4 0.390 0.4

提案手法 0.170 0.5 0.193 0.5 0.227 0.4

厳密解アルゴリズム 0 23.6 0 19.9 0 15.4

τ 4.3 4.4 4.5

評価指標 相対誤差 時間 相対誤差 時間 相対誤差 時間
ベースライン 0.478 0.4 0.549 0.4 0.637 0.4

提案手法 0.281 0.4 0.321 0.4 0.379 0.4

厳密解アルゴリズム 0 12.1 0 9.3 0 7.4

表 4: τ の影響（Yahoo! song）

τ 60 70 80 90

評価指標 相対誤差 時間 相対誤差 時間 相対誤差 時間 相対誤差 時間
ベースライン 0.803 0.6 0.470 0.6 0.261 0.6 0.344 0.6

提案手法 0.454 0.6 0.320 0.6 0.205 0.7 0.238 0.6

厳密解アルゴリズム 0 182.3 0 177.2 0 164.3 0 139.5

表 5: τ の影響（Amazon）

τ 4 4.2 4.4 4.6

評価指標 相対誤差 時間 相対誤差 時間 相対誤差 時間 相対誤差 時間
ベースライン 0.149 0.7 0.190 0.7 0.238 0.6 0.290 0.6

提案手法 0.084 0.8 0.103 0.7 0.130 0.7 0.152 0.7

厳密解アルゴリズム 0 229.2 0 198.7 0 165.3 0 131.2
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