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1 はじめに
非負値行列因子分解 (NMF: Nonnegative Matrix Factor-

ization) [1, 2]とは次元削減手法の 1つであり，顔画像処
理，音響信号処理，ネットワーク分析といった様々な分
野に応用されている．与えられた非負値行列と 2つの非
負値因子行列の積との誤差を最小化する制約付き最適化
問題として定式化され，誤差尺度としてフロベニウスノ
ルムや一般化 KLダイバージェンスがしばしば用いられ
る．一方，因子行列の疎性を制御するために L1正則化
項が用いられることもある．その場合，NMFは次の最
適化問題として定式化される．

minimize f (U,V ) = 1
2


X − UVT



2
F
+ α ∥U ∥1 + β ∥V ∥1

subject to U ≥ 0M×K , V ≥ 0N×K
(1)

ここで X ∈ RM×N
+ は与えられた非負値行列であり，U =

[u1, u2, . . . , uK ] ∈ RM×K
+ と V = [v1, v2, . . . , vK ] ∈ RN×K

+ は
求める非負値因子行列，α, β ∈ R+は疎性を制御するため
のパラメータである．
最適化問題 (1)のための反復計算法として次の乗法型

更新式 (MUR)が広く知られている．

uik ← max
{
ϵ,uik

(XV )ik − α
(UVTV )ik

}
vjk ← max

{
ϵ, vjk

(XTU)jk − β
(VUTU)jk

} (2)

ただし，ϵ ∈ R++ は微小な正定数である．更新式 (2)は
勾配降下法の特殊な形とみなされるため，大規模データ
に適した計算法である．一方，更新式 (2)は一反復あた
りの目的関数値の減少が緩やかになることがあり，目的
関数の最小化に多くの反復を要する．その問題を解決す
るために Cichockiらは次の階層的交互最小二乗 (HALS)
法 [3]を提案した．

uk ← max

{
ϵ,
Rkvk − α1M×1

vT
k
vk

}
vk ← max

{
ϵ,
RT
k
uk − β1N×1

uT
k
uk

} (3)

ただし，Rk = X −∑K

k̃=1,k̃,k uk̃v
T

k̃
である．

どちらの計算法も目的関数値の単調減少性が保証され
ているが，更新式 (2)と (3)から得られる因子行列の各
要素は 0の値をとることができないため，疎行列とはな
らない．本研究では，更新式 (3)を改良して疎な因子行
列を得るための計算法を提案する．加えて，提案手法の
理論解析と数値実験もおこなう．
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2 HALS法の改良
BCD法 [4]を用いて最適化問題 (1)を解くことは，次

の 2K 個の問題を繰り返し解くことに帰着される．

minimize g(uk ) = 1
2


vkuTk − RT

k



2
F
+ α ∥uk ∥1

subject to uk ≥ 0M×1
(4)

minimize h(vk ) = 1
2


ukv

T
k
− Rk



2
F
+ β ∥vk ∥1

subject to vk ≥ 0N×1
(5)

(k = 1,2, . . . ,K)

そこで，最適化問題 (4)と (5)を解くために次の反復計
算法を提案する．

uk ←
max {0,Rkvk − α1M×1 + δuk }

vT
k
vk + δ

vk ←
max

{
0,RT

k
uk − β1N×1 + δvk

}
uT
k
uk + δ

(6)

ただし，δ ∈ R++ は微小な正定数である．更新式 (6)は
HALS法の更新式 (3)と類似した計算法だが，更新後の
値が 0となり得る点が (3)と異なる．
更新式 (6)に関して次の定理が成り立つ．

定理 1 更新式 (6)は目的関数値を単調に減少させる．

証明 最適化問題 (4) について考える．uk = [x1, x2, . . . ,

xM ]T，RT
k
= [y1, y2, . . . , yM ]とおくと，g(uk )は

g(uk ) =
1
2

M∑
a=1
∥vk xa − ya ∥22 + α

M∑
a=1

xa

と書き換えることができるので，最適化問題 (4)を解く
ことは次の M 個の部分問題を解くことと等価である．

minimize k(xa) = 1
2 ∥vk xa − ya ∥22 + αxa

subject to xa ≥ 0 (a = 1,2, . . . ,M)

目的関数が k(xa) = 1
2 v

T
k
vk x2

a + (α − yTa vk )xa + 1
2 y

T
a ya と書

けることに注意し，

l(x, xa) = k(xa)+ k ′(xa)(x − xa)+ (k ′′(xa)/2!+ δ/2)(x − xa)2

と定義すると，これは k(xa)の補助関数 [2]である．補
助関数 l(x, xa)の x に関する最小点を求め，それを用い
て xa の値を更新すると k(xa)の値は減少する [2]．そこ
で方程式 ∂l(x, xa)/∂x = k ′(xa) + (k ′′(xa) + δ)(x − xa) = 0
を xについて解くと

x =
yTa vk − α + δxa

vT
k
vk + δ

(7)

が得られる．非負制約に注意すると，式 (7)の右辺が正
ならば l(x, xa)の最小点は (7)で与えられ，そうでなけれ
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図 1 COIL20データセット

ば x = 0が最小点となる．更新式 (6)の第一式は以上の
解析によって導かれたものであり，補助関数の性質か
ら，この更新によって目的関数値は減少する．更新式
(6)の第二式も同様の解析によって導かれるので，この
更新によって目的関数値は減少する． □

定理 1より，C = f (U (0),V (0))とおくと，任意の反復回
数 t に対して 0 ≤ αu(t)

ik
≤ C および 0 ≤ βv(t)

jk
≤ C が成り

立つ．したがって，Zangwillの大域収束定理 [5]より次
の定理が成り立つ．

定理 2 α > 0, β > 0とすると，任意の初期値に対して
更新式 (6)によって生成される点列 {(U (t),V (t))}∞t=0 は少
なくとも 1つ収束部分列をもち，かつ任意の収束部分列
の極限は最適化問題 (1)の停留点である．

3 数値実験
本章では 2つの数値実験を実施する．実験 1は更新式

(2), (3)および (6)における目的関数値の推移の比較であ
る．実験 2は更新式 (3)と (6)によって得られる因子行
列の疎性の比較である．どちらの実験でも ϵ = δ = 10−8

とし，COIL20 データセット1) と CLUTO (tr23) データ
セット2) を用いた．また，初期値は特異値分解に基づく
初期化法 [6]で設定し，終了条件には目的関数値の単調
減少性を考慮して次の不等式を用いた．

f (U (t),V (t)) − f (U (t+1),V (t+1))
f (U (0),V (0)) − f (U (t+1),V (t+1))

≤ 10−7

3.1 実験 1
α = 1.0, β = 1.0とした場合の実験結果を図 1と図 2に

示す．どちらのデータセットにおいても更新式 (6)は更
新式 (2)より少ない反復回数で終了条件を満たした．一
方，図 1と図 2には示していないが，更新式 (3)は更新
式 (6)と極めて類似した収束曲線となった．
3.2 実験 2
疎性を評価するために，次の指標 [7]を用いる．

sparseness(x) =

√
N −

(∑N
i=1 |xi |

)
/
√∑N

i=1 x2
i

√
N − 1

ただし，x ∈ RN , x , 0である．この指標は 0から 1ま
での値をとり，疎であるほど 1に近い値となる．
1) https://www.cs.columbia.edu/CAVE/software/

softlib/coil-20.php
2) http://glaros.dtc.umn.edu/gkhome/views/cluto

図 2 CLUTO (tr23)データセット

表 1 疎性の評価
COIL20 CLUTO (tr23)

特徴量の次元数 M 1024 5833
データ数 N 1440 204
クラス数 K 20 6
HALS法 0.572393792 0.657563256
提案手法 0.572393794 0.657563753

低次元データの疎性はクラスタリングのような応用
例において重要であるため，低次元データ，すなわち，
行列 VT の列 z1, z2, . . . , zN を用いて 1

N

∑N
i=1 sparseness(zi)

を算出した．ただし，α = 0.0, β = 10.0とした．実験結
果を表 1 に示す．更新式 (6) の方がより疎な結果が得
られている．さらに，更新式 (6) で得られた行列 V は
COIL20データセットの場合 42.4%，CLUTO (tr23)デー
タセットの場合 38.6%が 0となることも確認した．
4 おわりに
本研究では，L1正則化項をもつ NMFのための階層的
交互最小二乗法を改良し，その理論解析をおこなった．
また，数値実験によって既存手法との比較もおこない，
疎な因子行列が高速に得られることも確認した．一方，
L1正則化非負値テンソル因子分解に対して本研究を応
用することが今後の課題として挙げられる．
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