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1. はじめに 

金融資産のリスク管理では、リスク指標として時系列の

変動の大きさを表すボラティリティ（分散に対応）がよく

使われる。金融時系列データとして入手しやすいのは日次

の価格データであるが、収益率時系列にすると 1 日に１個

の収益率データとなる。もし日次の分散が知りたいとして

も、１個のデータからは正確な分散を求めるのは難しい。

そこで、金融資産価格の実証分析では、分散に何らかの時

系列構造を持ったモデルを導入し、過去のデータにフィッ

トするようにモデルパラメータを決定し、分散の推定や予

測を行う。実証分析で良く用いられるモデルの１つとして、

確率的ボラティリティ変動モデルがある。このモデルは、

分散が過去の分散に確率的に変動するようにモデル化され

ている。そのため、このモデルの尤度関数は積分形となり、

尤度関数を直接最大化することによってパラメータを決定

することが難しく、ベイズ推定を用いたパラメータ推定が

一般的である。 

近年、日中の高頻度の取引データが容易に利用できるよ

うになり、高頻度データから分散を推定することもできる

ようになってきた。高頻度データを利用した分散を実現ボ

ラティリティと呼ぶ。高頻度データを利用することで、モ

デルを利用せずに分散を推定できるようになるが、その一

方で、取引市場特有のマイクロストラクチャーノイズが存

在し、より高頻度のデータにおいてノイズのバイアスが大

きくなることが知られている。そのため、実現ボラティリ

ティの利用の際には、このバイアスを修正する必要がある。 

Takahashi ら[1]は確率的ボラティリティ変動モデルに実

現ボラティリティを導入した実現確率的ボラティリティ変

動モデルを提唱した。このモデルでは、追加で実現ボラテ

ィリティデータも利用するので、ボラティリティ推定の精

度が上がることが期待される。また、実現ボラティリティ

のバイアス修正ファクターもモデルのパラメータとして取

り込み、あらかじめ修正ファクターを計算する必要がない

利点がある。 

本研究では、実現確率的ボラティリティ変動モデルを用

い、ビットコイン収益率時系列のボラティリティ推定を行

う。その際、様々なサンプリング周波数で計算した実現ボ

ラティリティを用い、サンプリング周波数の違いによるバ

イアスの影響を調べる。 

2. 実現確率的ボラティリティ変動モデル 

本研究で利用するモデルは以下で表される[1]。 

R𝑡 = exp⁡(ℎ𝑡/2)𝜀𝑡,   𝜀𝑡~𝑁(0,1),  t = 1,⋯ , T       (1) 

 lnRV𝑡 = 𝜉 + ℎ𝑡 + 𝑢𝑡, 𝑢𝑡~𝑁(0, 𝜎𝑢
2),  t = 1,⋯ , T   (2) 

 h𝑡+1 = 𝜇 + 𝜙(ℎ𝑡 − 𝜇) + 𝜂𝑡 ,  𝜂𝑡~𝑁(0, 𝜎𝜂
2), 

 t = 1,⋯ , T − 1            (3) 

 h1 = 𝜇 + 𝜂0,       𝜂0~𝑁(0,
𝜎𝜂
2

1−𝜙
).                           (4)  

ここで、T はデータ数、R𝑡は収益率、RV𝑡は実現ボラティ

リティ、ℎ𝑡はℎ𝑡 ≡ ln⁡(𝜎𝑡
2)で定義されるボラティリティ変数

である。𝜇, 𝜙, 𝜎𝜂
2, 𝜉, ⁡𝜎𝑢

2はモデルパラメータである。この中

で、𝜉が実現ボラティリティへの修正ファクターに対応す

る。モデルパラメータはベイズ推定によって求める。ベイ

ズ推定の実行にはマルコフ連鎖モンテカルロ法を用い、そ

の中でボラティリティ変数の更新にはハミルトニアンモン

テカルロ法を用いる。 

3. ハミルトニアンモンテカルロ法 

ハミルトニアンモンテカルロ法は、ハイブリッドモンテ

カルロ法とも呼ばれ、元々は素粒子分野の格子 QCD 計算

[2]のために開発されたマルコフ連鎖モンテカルロ法である。

基本的なアイデアは、ハミルトン方程式を解いてサンプリ

ング候補を選び、メトロポリス採択率を上げることである。

また、複数の候補を同時に更新できることから、相関の小

さいサンプリングとなることが期待できる[3,4,5]。ハミル

トニアンモンテカルロ法の手続きは以下である。式（5）

でハミルトニアンを定義する。 

H(h, p) =
1

2
𝑝2 − lnP(θ, h|R, RV),       (5) 

ここで、P(θ, h|R, RV)はモデルの尤度関数とベイズの定理

から導出したボラティリティ変数ℎ = (ℎ1, ⋯ , ℎ𝑇)の確率で

ある。また、θ = (θ1,⋯ , 𝜃5) = (𝜇, 𝜙, 𝜎𝜂
2, 𝜉, 𝜎𝑢

2)とし、p =

(𝑝1,⋯, 𝑝𝑇)はボラティリティ変数に対する共役運動量として、

𝑝2 ≡ ∑ 𝑝𝑖
2𝑇

𝑖=1 と置く。このハミルトニアンを利用すると、

パラメータの期待値は 

𝐸[𝜃𝑖] = ∫ 𝜃𝑖exp⁡(−H(h, p))𝑑𝜃𝑑ℎ𝑑𝑝 /𝑍̅,                   (9) 

で与えられる。ここで、 𝑍̅ = ∫ exp⁡(−H(h, p))⁡𝑑𝜃𝑑ℎ𝑑𝑝. であ

る。式(9)は、マルコフ連鎖モンテカルロ法によって見積も

る。このとき、ボラティリティ変数とその共役運動量はハ

ミルトニアンモンテカルロ法によってサンプリングを行う。

ハミルトニアンモンテカルロ法では以下のハミルトン方程

式を解いて新たな候補を選ぶ。 
𝑑ℎ𝑖

𝑑𝜏
=

𝜕𝐻

𝜕𝑝𝑖
,      

𝑑𝑝𝑖

𝑑𝜏
= −

𝜕𝐻

𝜕ℎ𝑖
.                                   (10)   

この方程式は一般には解析的に解けないので、分子動力学

シミュレーション（MD）によって近似的に解いてゆく。

MD で利用する積分法は、リープフロッグ法がよく利用さ

れるが[6,7]、ハミルトニアンモンテカルロ法においては

Minimum Norm(MN)積分法が有効である[8,9,10]とされてい

るので、本研究でも MN 積分法を利用する。MD では、ス

テップサイズΔτで式（10）を積分し、k 回繰り返してあ

る長さ𝑙 = ∆𝜏 × 𝑘まで積分し、次の候補ℎ(𝜏 + 𝑙), 𝑝(𝜏 + 𝑙)を

得る。そして、その候補をmin⁡[1, exp(−∆𝐻)]の確率で採択

する（メトロポリスステップ）。ここで、 

∆𝐻 = 𝐻(ℎ(𝜏 + 𝑙), 𝑝(𝜏 + 𝑙)) − 𝐻(ℎ(𝜏), 𝑝(𝜏))である。これら
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のステップを繰り返し、ボラティリティ変数をサンプリン

グする。 

4. データ 

図 1： 日次収益率時系列 

本研究では、Coinbase取引所で取引された 2015年 1月 28

日から 2019 年 1 月 6 日までの Tick データを利用した。デ

ータは Bitcoincharts からダウンロードした。このデータか

ら日次収益率と実現ボラティリティデータを作成した。実

現ボラティリティはサンプリング周波数を 2,5,7,10,15,20,30

分として７種類について計算した。図１は日次収益率時系

列を表している。 

5. 結果 

 マルコフ連鎖モンテカルロ法によって 30000 個サンプリ

ングし、初めの 5000個を除いた 25000個のサンプルを解析

した。ここでは、パラメータ𝜙とξの結果を示す。図 2 は

⁡𝜙の推定結果を表示している。𝜙はサンプリング周波数に

よって違った値になっている。他のパラメータも似た周波

数依存性が見られる。 

図 2：𝜙の推定結果 

図 3：ξの推定結果 

図 3 は修正ファクターに対応するξの結果である。ξは

有限の値であり、実現ボラティリティに修正が必要なこと

を表している。 

モデルが精度よくボラティリティを推定しているかどう

かを調べるために、ボラティリティで標準化した収益率を

調べた。つまり、式(1)からR𝑡/𝜎𝑡 = 𝜀𝑡となることが予想さ

れるので、標準化収益率が標準正規分布に従っているかど

うかで、モデルの精度が調べられる。図４は標準化収益率

の分散を表示している。標準正規分布で期待される１から

はズレており、何らかのバイアスが存在する。また、高頻

度（小さいサンプリング周波数）で１からのズレが大きく

なることから、高頻度でバイアスが大きくなっていると思

われる。株価を用いた同様の研究でもモデルにバイアスが

存在することが示されている[11]。 

図 4：標準化収益率の分散 

6. まとめ 

本研究では、様々なサンプリング周波数で計算されたビ

ットコインの実現ボラティリティを用い、実現確率的ボラ

ティリティ変動モデルにおけるバイアスを調べた。ボラテ

ィリティ変数のサンプリングにはハミルトニアンモンテカ

ルロ法を用いた。標準化収益率の分散値が正規分布の値か

らズレていることから、モデルにはバイアスが存在し、そ

の大きさは高頻度で大きくなる兆候が見られた。 
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