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1 はじめに
非負値行列因子分解 (NMF: Nonnegative Matrix Factor-

ization)とは，与えられた非負値行列 X ∈ RM×N を二つ
の非負値行列 W ∈ RM×K , HT ∈ RK×N の積で近似する
多変量解析の手法であり [1, 2]，信号処理，テキスト分
類，ネットワーク分析，推薦システムなどに広く利用さ
れている．NMFは非負制約付き最適化問題として定式
化され，その代表的解法として乗法型更新や階層的交
互最小二乗 (HALS: Hierarchical Alternating Least Squares)
法 [3]などが知られている．しかしながら，X が大規模
行列の場合には X 全体を記憶できる容量と高速な計算
能力を有する高性能計算機が必要になる．
本稿では，最も基本的なユークリッド距離に基づく

NMFに着目し，その最適化問題をマルチエージェント
ネットワークによって分散的に解くアルゴリズムを提案
する．制御工学や信号処理の分野では，近年，マルチ
エージェントネットワークによる分散計算が大きな注目
を集めており，様々な分散アルゴリズムが提案されてい
る [4]．本稿で提案するアルゴリズムは，HALS法と合
意アルゴリズム [5]を組み合わせたものであり，単一の
計算機で HALS法を実行するのと同じ結果が得られる
点に特徴がある．
2 非負値行列因子分解と HALS法
ユークリッド距離に基づく NMFは次の最適化問題に
定式化される．

minimize f (W,H ) = ∥X −WHT∥2F
subject to W ≥ 0M×K, H ≥ 0N×K

(1)

ただし，∥ · ∥F はフロベニウスノルムを表す．すなわち

∥X −WHT∥2F =
M∑

m=1

N∑
n=1

(
Xmn − (WHT)mn

)2
である．また，0M×K (0N×K )は M × K (N × K)零行列を
表し，制約条件の不等式は行列の要素ごとに適用される
ものとする．すなわち，制約条件はW と H のすべての
要素が非負であることを意味する．
問題 (1)の高速解法の一つであるHALS法 [3]は，W と

H をそれぞれW = (w1, w2, . . . , wK ), H = (h1, h2, . . . , hK )
と K 個の列ベクトルに分け，2K 個の列ベクトルの値を
一つずつ，目的関数の値が最も大きく減少するように
更新するものである．しかし，HALS法には変数の値に
よっては更新式が定義されないという問題がある．そこ
で変数の値がある正定数 ϵ より小さくならないように
更新式を修正した修正 HALS法が提案された [3]．その
後，Kimuraと Takahashiは，修正 HALS法が大域収束性
を有する，すなわち，修正 HALS法によって生成される
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アルゴリズム 1修正 HALS法
入力: X ≥ 0M×N , ϵ, δ1, δ2 > 0, W0 ≥ ϵ1M×K , H0 ≥ ϵ1N×K
出力: W ≥ ϵ1M×K , H ≥ ϵ1N×K

1: W ← W0, H ← H0 とする．
2: 条件 (3)–(6)が満たされていればW と H を出力して
終了する．

3: k = 1, 2, . . . , Kの順に Rk ← X −∑K
ℓ=1,ℓ,k wℓhℓ

T, wk ←[
Rkhk/∥hk ∥22

]
ϵ+
とする．

4: k = 1, 2, . . . , K の順に Rk ← X −∑K
ℓ=1,ℓ,k wℓhℓ

T, hk ←[
RT
k
wk/∥wk ∥22

]
ϵ+
とする．

5: ステップ 2に戻る．

(W,H )の値の列は少なくとも一つの収束部分列をもち，
すべての収束部分列の極限が最適化問題

minimize f (W,H ) = ∥X −WHT∥2F
subject to W ≥ ϵ1M×K, H ≥ ϵ1N×K

(2)

の停留点であることを証明した [6]．ここで，1M×K
(1N×K )はすべての要素が 1の M × K (N × K)行列を表
し，(W,H )が (2)の停留点であるとは，(2)に対するKKT
(Karush-Kuhn-Tucker) 条件を満たすことを意味する．さ
らに彼らは，KKT条件を正定数 δ1, δ2 を用いて緩めた

(WHT − X )H ≥ −δ11M×K (3)

(HWT − XT)W ≥ −δ11N×K (4)

Wmk − ϵ ≤ δ2 if ((WHT − X )H )mk > δ1, ∀(m, k) (5)

Hnk − ϵ ≤ δ2 if ((HWT − XT)W )nk > δ1, ∀(n, k) (6)

を終了条件に用いることにより，修正 HALS法が有限回
の反復で終了することを示した [6]．
終了条件付き修正 HALS法をアルゴリズム 1に示す．

3 非負値行列因子分解の分散計算法
単一エージェントによる HALS法と同じ計算を複数

のエージェントで分散的に実行する方法を提案する．非
負値行列 X を I × J 個のブロックに分割し，それに応
じて行列 W , HT もそれぞれ I 個，J 個のブロックに分
割する（図 1参照）．X の上から i 番目，左から j 番目
のブロックを X (i j) ∈ RMi×N j

+ で表し，W の上から i番目
のブロックと HT の左から j 番目のブロックをそれぞ
れ W (i) ∈ RMi×K

+ , H ( j)T ∈ RK×N j

+ で表す．このとき，問
題 (2)は次のように書き換えられる．

minimize
∑I

i=1
∑J

j=1




X (i j) −W (i)H ( j)T



2

F

subject to W (i) ≥ ϵ1Mi×K, i = 1, 2, . . . , I
H ( j) ≥ ϵ1N j×K, j = 1, 2, . . . , J

(7)

さらに変数 W (i j) ∈ RMi×K , H (i j) ∈ RN j×K (i = 1, 2, . . . , I,
j = 1, 2, . . . , J)を導入すると，問題 (7)は次のように書き

FIT2019（第 18 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2019 by Information Processing Society of Japan and
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers
All rights reserved.

 327

F-030

第2分冊



図 1 非負値行列因子分解における行列の分割

アルゴリズム 2マルチエージェントネットワークによる
NMFの分散計算
入力: X ≥ 0M×N , ϵ, δ1, δ2 > 0, W (i)

0 ≥ ϵ1Mi×K (i =
1, 2, . . . , I), H ( j)

0 ≥ ϵ1N j×K ( j = 1, 2, . . . , J)
出力: W ≥ ϵ1M×K , H ≥ ϵ1N×K

1: 各エージェントは自身の変数を W (i j) ← W (i)
0 ,

H (i j) ← H
( j)
0 と初期化する．

2: 各エージェントは自身の変数が (3)–(6)の該当部分を
満たしているかを分散的に判定し，満たしていれば
s(i j) ← 1とし，そうでなければ s(i j) ← 0とする．

3: 各エージェントは最小合意アルゴリズムを用いて
{s(i j) }の最小値を求める．それが 1ならば

W =
(
W (11)T

,W (21)T
, . . . ,W (I1)T

)T
H =

(
H (11)T

,H (12)T
, . . . ,H (1J )T

)T
を出力して終了する．

4: 各エージェントはアルゴリズム 3を用いて W (i j) の
値を更新する．

5: 各エージェントはアルゴリズム 3と同様にして H (i j)

の値を更新し，ステップ 2に戻る．

換えられる．

minimize
∑I

i=1
∑J

j=1




X (i j) −W (i j)H (i j)T



2

F

subject to W (i j) ≥ ϵ1Mi×K, i = 1, 2, . . . , I, j = 1, 2, . . . , J
H (i j) ≥ ϵ1N j×K, i = 1, 2, . . . , I, j = 1, 2, . . . , J
W (i1) = W (i2) = · · · = W (iJ ), i = 1, 2, . . . , I
H (1j) = H (2j) = · · · = H (I j), j = 1, 2, . . . , J

(8)
また，条件 (3)–(6) も W (i j) , H (i j) (i = 1, 2, . . . , I, j =
1, 2, . . . , J) を用いて書き換えられる（紙面の都合上
詳細は省略する）．
問題 (8)の局所的最適解を I × J個のエージェント a(i j)

(i = 1, 2, . . . , I, j = 1, 2, . . . , J) に分散的に求めさせたい．
エージェント a(i j) は変数 W (i j) , H (i j) のみを扱い，エー
ジェント a(i−1, j) , a(i+1, j) , a(i, j−1) , a(i, j+1) と情報交換を行
いながら自身の変数の値を更新するとする．この枠組み
で I × J 個のエージェントが (8)の局所的最適解を求め
る方法として，アルゴリズム 2を提案する．
アルゴリズム 2が分散的であることは容易にわかる．
それだけでなく，次の定理に示すように，アルゴリズ
ム 1と等価である（紙面の都合上証明は省略する）．

定理 1 ア ル ゴ リ ズ ム 1 と ア ル ゴ リ ズ ム 2

の 入 力 が W0 =
(
W (1)

0
T
,W (2)

0
T
, . . . ,W (I )

0
T)T

, H0 =(
H (1)

0
T
,H (2)

0
T
, . . . ,H (J )

0
T)T

を満たすならば，各反復にお

アルゴリズム 3エージェント a(i j) ( j = 1, 2, . . . , J)による
W (i j) ( j = 1, 2, . . . , J)の更新

1: k ← 1とする．
2: 各エージェントは次式により p

(i j)
k
を求める．

p
(i j)
k
← *.,X (i j) −

K∑
ℓ=1,ℓ,k

w
(i j)
ℓ

h
(i j)
ℓ

T+/- h
(i j)
k

3: 各エージェントは平均合意アルゴリズム [5]を用い
て p(i1)

k
, p(i2)

k
, . . . , p(iJ )

k
の平均値 p(i)

k
=
∑J

j=1 p
(i j)
k
/J を

求める．
4: 各エージェントは次式により q(i j)

k
を求める．

q(i j)
k
← 


h(i j)

k



2

2

5: 各エージェントは平均合意アルゴリズム [5]を用い
て q(i1)

k
, q(i2)

k
, . . . , q(iJ )

k
の平均値 q(i)

k
=
∑J

j=1 q(i j)
k
/J を

求める．
6: 各エージェントは次式で w

(i j)
k
の値を更新する．

w
(i j)
k
←

[
p(i)
k
/q(i)

k

]
ϵ+

7: k = K ならば終了する．そうでなければ k ← k + 1
としてステップ 2に戻る．

いて W =
(
W (1j)T

,W (2j)T
, . . . ,W (I j)T

)T
( j = 1, 2, . . . , J),

H =
(
H (i1)T

,H (i2)T
, . . . ,H (iJ )T

)T
(i = 1, 2, . . . , I) が成り

立つ．また，任意の入力に対して，アルゴリズム 2は有
限回の反復で終了する．

4 おわりに
本稿では，ユークリッド距離に基づく NMFの最適解
問題をマルチエージェントネットワークによって分散的
に解く方法を提案し，それが修正 HALS法と等価であ
ることを示した．NMFにおける誤差評価には，ユーク
リッド距離だけでなく様々なダイバージェンスが用いら
れる．それらに対応可能な分散アルゴリズムを開発する
ことは今後の課題である．
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