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1 まえがき

Sedláček（1963）[1] が Magic Graph 問題を提起

して以来，辺に着目した Edge-Magic Total Labeling

(EMTL)[2, 3]，頂点に着目したVertex-Magic Total La-

beling (VMTL)[4]，平面グラフにおいて面に着目した

Face Magic Graph [5, 6, 7, 8]，さらに k 次元空間に

おける超立方体のグラフに対する EMTL, VMTL の

Magic Graph について検討されてきた [9, 10]．

平面グラフにおいては全ての辺は常に２つの面に共

有されており，従来の Face Magic Graph の検討では

全て辺は２つの面に共有されることを前提としている．

しかしながら辺を多くの面が共有するグラフが存在す

る．例えば４次元空間における超立方体 Q4 は頂点数

16，辺の数 32，面の数 24で，全ての辺は３つの面に共

有されている．このように面で構成されるグラフに対す

る Face Magic Graph の検討は見あたらない [11, 12]．

本報告では面で構成されるグラフに対する Face Magic

について定和方程式を導き，非存在及び定和の剰余制

約定理を導く．さらにそれらの定理が成り立つグラフ

を構成する．

2 複数の面で構成されるグラフ

図 1に４個の面 (三角形)が一つの辺を共有する水車

型グラフ C
[4]
3 を示す．頂点 v01, v02 を結ぶ辺 e01 が４

つの面 f1, f2, f3, f4 の辺となっている．面で構成され

るグラフ G = V ∪ E ∪ F から連続する自然数の集合

{1, 2, · · · , n} の分割への式 (1)を満たす写像 λ : G →

2{1,2,··· ,n}

{

λ(z) ∩ λ(z′) = φ (z, z′ ∈ V ∪E ∪ F )
⋃

z λ(z) = {1, 2, · · · , n}
(1)

に対して式 (2)で z ∈ F の重み λ∗(z) を定義する．こ

こで V,E, F はグラフ G の頂点・辺・面の集合であり，

全ての頂点・辺はいずれかの面を構成しているとし，面

は k 角形 (k ≥ 1) で裏表の区別はないものとする．
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λ∗(z) = λ(z) +
∑

w∼z
w∈V ∪E

λ(w) (z ∈ F ) (2)

式 (2) の右辺の第２項の和の 記号 w ∼ z は w, z が

共有していることを表し λ(w) は面 z を共有する全て

の頂点と辺 w ∈ U ∪ E に配置された数であり，式 (2)

の λ(z), λ(w) を含む和は部分集合 λ(z), λ(w) に属す

る数の和と定義する．z ∈ V ∪ E に対して NF (z) =

{w ∼ z|w ∈ F} とし degF (z) = |NF (z)| と定義する．

さらに面 z ∈ F に対して辺に関する次数 degE(z) =

s とは面 z が s 角形であることとし，F (s) = {z ∈

F | degE(z) = s} (F =
⋃

s F
(s)) とする．s 毎に全ての

z ∈ F (s) に対して λ∗(z) が一定値 S(s) の時，G, λ を

Face Magic (FM) graph，Face Magic label (写像)と呼

び，その一定値の集合 {S(s)}を定和1の集合と呼ぶ．こ

れは Vertex Magic, Edge Magic に拡張できる．頂点・

辺・面に置く数字の個数が各々一定値mv,me,mf (≥ 0)

の時，m = [mv,me,mf ] 型2 magic graph (label)と呼

ぶ [5]．v = |V |, e = |E|, f = |F | とすると n は式 (3)

で与えられる．

n = mvv +mee+mff (3)

Gの面を考慮しない場合には F = φ, f = 0,mf = 0

とし，m = [mv,me] とする．SZ =
∑

z∈Z

λ(z) (Z =

V |E|F )と表すと数字 1, 2, · · · , nは頂点・辺・面 V,E, F

の要素のいずれかに配置されるので式 (4)が成り立つ．

SV +SE +SF = 1+2+ · · ·+n =
n(n+ 1)

2
= N (4)

面で構成されるグラフに対する Face Magic の定和方

程式は式 (5)で与えられる．

1magic sum, magic constant と呼ばれる．
2Lih は平面グラフに対して頂点・辺・面に置く数字の個数 a, b, c

を用いて (a, b, c) 型と呼んでいる．
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✓ ✏
命題 1 Face Magic の定和方程式

Face Magic の定和集合 {S(s)} は式（5）を満

たす．ここで f (s) は次数 s の面の個数 |F (s)|，

degF (z)(z ∈ V ∪E) は頂点及び辺の面に関する次

数である．

∑

s

f (s) ·S(s) = N+
∑

z∈V ∪E

(degF (z)−1)λ(z) (5)

✒ ✑
証明を省略する．S(s) が s に依らず一定 S(s) = S の

場合
∑

s f
(s) = f であるので左辺は f · S と簡単化さ

れる．頂点 vi の次数 degF (vi) は頂点 vi を共有する面

の個数であり，平面グラフでは頂点 vi を共有する面の

個数は vi を共有する辺の個数に等しいので通常の頂点

次数に一致する．図 1において v01, v11 の通常の頂点

次数は 5, 2 であるが，degF (v01), degF (v11) は 4, 1 で

ある．平面グラフでは辺次数は常に degF (ej) = 2 であ

るので式 (5)の右辺の第２項の辺に関する和は SE で

ある．定和方程式 (5)を用いて Face Magic の非存在

及び定和の剰余制約定理を導ける．証明を省略する．✓ ✏
命題 2 Face Magic の非存在定理

グラフ G において次数 s の面の個数 f (s) が全て

偶数で，頂点及び辺の次数 degF (z) が全て奇数で

あり，配置する数字の個数 n が n ≡ 1, 2(mod. 4)

を満たす時，Face Magic は存在しない．
✒ ✑
✓ ✏
命題 3 Face Magic の剰余制約定理

定和 S(s) と面の個数 f (s) は 式 (6)を満たす．こ

こで d は degF (z)− 1 (z ∈ V ∪E) の最大公約数

である．

∑

s

f (s) · S(s) ≡ N(mod. d) (6)

✒ ✑

3 Face Magic の非存在と剰余制約

を持つグラフの構成

非連結な ℓ 個の k 角形を ℓCk で，図 1に示した ℓ

個の k 角形の面が一つの辺を共有する水車型グラフを

C
[ℓ]
k で表す．µk = (mv +me)k +mf とする．図 3に

示す二つの k 角形 (k ≥ 2) の一辺を二つの四角形が共

有するグラフを Tk とする．

3.1 Face Magic の非存在グラフの構成
✓ ✏
命題 4 ℓCk に対する Face Magic の非存在

ℓCk において ℓ が偶数で µk が奇数の時，

[mv,me,mf ] Face Magic は存在しない．
✒ ✑
証明を省略する． 例えば mv = me = mf = 1 の

時，µk が k に依らず奇数となるので ℓ が偶数であれ

ば Face Magic は存在しない．一方図 2に示すように

ℓ = 3, k = 3 の時 [1, 1, 1] FM (S : 77)が構成できる．

グラフ Tk に対して命題 5が成り立つ．✓ ✏
命題 5 グラフ Tk の Face Magic の非存在

グラフ Tk において k が奇数で mv +me が奇数

の時，[mv,me,mf ] Face Magic は存在しない．
✒ ✑
証明を省略する．例えば k = 3 の時は [1, 0, 1], [0, 1, 1]

Face Magic は存在しないが図 4に示すように [1, 1, 1]

Face Magic (最小定和 S = 63) を構成できる．

3.2 剰余制約を持つ Face Magic グラフの
構成

水車型グラフ C
[ℓ]
k において頂点，辺，面の個数 v, e, f

及び ℓ 個の面を共有する頂点と辺の次数 degF (z) は式

(7)で与えられる．
{

v = ℓ(k − 2) + 2, e = ℓ(k − 1) + 1,

f = ℓ, degF (z) = ℓ
(7)

k, ℓ に係わらず v − e + f = 1 でオイラーの定理を満

たさないので C
[ℓ]
k は平面グラフではない．✓ ✏

命題 6 C
[ℓ]
k Face Magic の定和の剰余制約

水車型グラフ C
[ℓ]
k の [mv,me,mf ] Face Magic

の定和 S は剰余制約式 (8)を満たす．さらに ℓ が

偶数の時，式 (9)を満たす．

S ≡ N (mod. ℓ− 1) (8)

S ≡
µk(µk + 1)

2
(mod. ℓ− 1) (9)

✒ ✑
証明を省略する． 例えば ℓ = 4, k = 3 の C

[4]
3 [1, 1, 1]

の定和は S ≡ 1(mod. 3) を満たし，3.4節で示すよう

に 52 から 88 までの値である．ℓ が奇数の場合につい

ては今後の検討課題である．

C
[ℓ]
k の [1, 1, 1] Face Magic に対して命題 7 が成り

立つ．
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図 1: ４個の三角形が辺を共有する水車型グラフ (C
[4]
3 )
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図 2: 3C3[1, 1, 1] Face Magic (S : 77) の構成例
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図 3: ２個の k 角形を２個の四角形が２個の辺を共有

するグラフ (Tk)
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図 4: グラフ Tk の [1, 1, 1] FM (S : 63) の構成例
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図 5: C
[4]
3 [1, 1, 1] Face Magic (S : 52) の構成例

✓ ✏
命題 7 C

[ℓ]
k [1, 1, 1] Face Magic の定和の剰余

制約

水車型グラフ C
[ℓ]
k の [1, 1, 1] Face Magic の定

和 S は剰余制約式 (10)，式 (11)を満たす．

S ≡ (2k + 1)(k + 1) (mod. ℓ− 1) (10)























S ≡ 6 (mod. ℓ− 1) (k = ℓ)

S ≡ 1 (mod. ℓ− 1) (k = ℓ− 1)

S ≡ 0 (mod. ℓ− 1) (k = ℓ− 2)

S ≡ 3 (mod. ℓ− 1) (k = ℓ− 3)

(11)

✒ ✑
証明を省略する．

3.3 グラフ C
[ℓ]
k の FM 定和の上限・下限

グラフ C
[ℓ]
k の定和 S の上限・下限は式 (5)の右辺の

第２項の最大値・最小値で与えられ，[1, 1, 1] の時は共

有する辺とその頂点に n, n− 1, n− 2 を配置する時が

最大値，1, 2, 3 を配置する時が最小値である．従って

命題 8で与えられる．✓ ✏
命題 8 C

[ℓ]
k [1, 1, 1] FM の定和の上限・下限

{

Ssup = 2ℓ(k − 1)2 + (6ℓ+ 1)(k − 1) + 6
Sinf = 2ℓ(k − 1)2 + 7(k − 1) + 6

(12)

Ssup − Sinf = 6(ℓ− 1)(k − 1) (13)

✒ ✑
証明を省略する． 命題 7及び命題 8の式 (13)から命

題 9が導かれる．
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✓ ✏
命題 9 C

[ℓ]
k [1, 1, 1] FM の定和の個数の上限

C
[ℓ]
k [1, 1, 1] FMの定和の個数の上限は 6(k−1)+1

であり，ℓ に無関係に定まる．
✒ ✑
例えば定和の個数の上限は k = 2, 3, 4 の時，それぞれ

7, 13, 19 となる．

3.4 定和分布の分類とソルバーによる探索

3.3 節の式 (12) で求めた定和の実現可能な区間

[⌊Sinf⌋, ⌈Ssup⌉] の全ての値に対して Magic Graph を

構成できるとは限らない．式 (12) で与えた定和の上

限・下限が整数値でありその区間の全ての値に対して

Magic Graphを構成できる場合を Perfect,両端を含め

て δ > 0 の等差数列となる定和が構成できる場合を

δ-Perfect，上限・下限の両端は構成できないが他は全

て構成できる場合を SemiPerfect，実現可能な区間に不

規則に実現できない定和が出現する場合を Singular と

定義した [13]．

minisatによる SAT ソルバー [14]とその符号化器で

ある sugarを用いた C
[ℓ]
k [1, 1, 1] Face Magicの解探索

の結果を表 1に示す．表中の項目，例えば k = 3, ℓ = 3

の “44:68 2-P”は三角形 (k = 3) ３個 (ℓ = 3) C
[3]
3 の

定和の下限・上限が 44, 68 であり δ = 2 の 2-Perfect

であることを表している．表 1から命題 7 の剰余制約

が成り立つことが確認できる．ℓ = 3, k = 2 の時，定

和は 19 から 31 までの 7 個，ℓ = 3, k = 3 の時，定

和は 44 から 68 までの 13 個， ℓ = 4, k = 3 の時，

52 から 88 までの 13 個である．一方， ℓ = 3, k = 4

の時，81 から 117 までの 19 個であり，命題 9で述べ

た定和の個数の上限に一致し，δ-Perfect 性が成り立っ

ている．

表 1: C
[ℓ]
k [1, 1, 1] Face Magic 定和の分布

共有の面の個数 (ℓ)
k 角形 3 4 5

2 19:31 2-P 21:39 3-P 23:47 4-P
3 44:68 2-P 52:88 3-P 60:108 4-P
4 81:117 2-P 99:153 3-P 117:189 4-P
5 130:178 2-P 162:234 3-P 194:290 4-P
6 191:251 2-P 241:331 3-P 291:411 4-P
7 264:336 2-P 336:444 3-P 408:552 4-P
8 349:433 2-P 447:573 3-P 545:713 4-P
9 446:542 2-P 574:718 3-P 702:894 4-P
10 555:663 2-P 717:879 3-P 879:1095 4-P

“A:B δ-P”: 下限，上限，δ-Perfect

4 むすび

本報告では面で構成されるグラフに対する Face

Magic Graph の性質について述べた．今後の課題は

以下の通りである．

1. ℓ が奇数の場合の命題 6の検討

2. グラフ C
[ℓ]
k [mv,me,mf ] Face Magicの δ-Perfect

性について
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