
 繰り返しゲームにおける高エラー率に対する代表的な戦略の性質 

Nature of representative strategies against high error rates in repeated games 

間宮 安曇 1   一ノ瀬 元喜 2 

Azumi Mamiya      Genki Ichinose 
 

1. はじめに 

繰り返しゲームは、長期の個体間の関係を探求するため

の代表的な例である。また、それは利己的個体間でどのよ

うに協力や競争が個人間で生まれるかを理解するのを助け

る。現実社会では、エラーは常に発生するため、繰り返し

ゲームにおいて、エラーの影響を考えることは、重要であ

る。本研究では、繰り返しゲームにおける代表的なゼロ行

列式戦略や無条件戦略に対する知覚エラーの影響を調査す

る。 

2. モデル 

2 人プレイヤー𝑖 ∈ {X, Y}の繰り返し囚人のジレンマゲー

ムを考える。それぞれのプレイヤーは、いずれかの行動

a𝑖 ∈ {C, D}を選択する。相手の選択した行動を直接見るこ

とはできないが、相手からの信号ω𝑖 ∈ {g, b} を受け取るこ

とができる。g と b は good と bad を意味する。これらの信

号は、相手の選択した行動だけでなく、エラーの影響を受

ける。2 人のプレイヤーが選択した行動がそれぞれ𝑎𝑋, 𝑎𝑌の

とき、2 人のプレイヤーがそれぞれ受け取る信号が𝜔𝑋, 𝜔𝑌

である確率は、π(𝜔𝑋 , 𝜔𝑌|𝑎𝑋, 𝑎𝑌)のように表す。もし、プレ

イヤーY が C（または、D）の行動を選択したとして、プ

レイヤーXが b （または、g）の信号を受け取った場合、エ

ラーが起きたということになる。ε をどちらか 1 人のプレ

イヤーにエラーが起きる確率とし、ξ を両方のプレイヤー

に起きる確率とする。すると、1 − 2ε − ξ は、どちらもエ

ラーしない確率となる。１回のゲームの利得は、自分の行

動と受け取った信号によって決まる。実際の利得は、プレ

イヤーが C の行動を選択し、g の信号を受け取った場合は

ui(C, g) = 1、b の信号を受け取った場合はui(C, b) = −Lと

し、プレイヤーが D の行動を選択し、g の信号を受け取っ

た場合はui(D, g) = 1 + G、b の信号を受け取った場合は

ui(D, b) = 0とする。また、L と G は正の値とする。１回の

ゲームでプレイヤーがそれぞれ𝑎𝑋, 𝑎𝑌の行動を選択したと

きのプレイヤー𝑖 の得られる期待利得は、 

𝑓𝑖(𝑎𝑋, 𝑎𝑌) = ∑ 𝑢𝑖(𝑎𝑖 , 𝜔𝑖)𝜋(𝜔𝑋, 𝜔𝑌|𝑎𝑋, 𝑎𝑌)

𝜔

(1) 

と表される[1, 2]。{𝑎𝑋 , 𝑎𝑌}が{C, C},{C,D},{D,C},{D,D}のとき

のゲーム１回あたりの期待利得をそれぞれ RE SE, TE, PE,と

する。式 (1)より  𝑅𝐸 = 1 − (𝐿 + 1)(𝜀 + 𝜉) , 𝑆𝐸 = −𝐿 + (1 +

𝐿)(𝜀 + 𝜉),  𝑇𝐸 = (1 + 𝐺)(1 − 𝜀 − 𝜉), 𝑃𝐸 = (1 + 𝐺)(𝜀 + 𝜉)のよ

うに計算される。プレイヤーX のゲームの利得行列を𝑼𝑿 =

(𝑅𝐸 , 𝑆𝐸 , 𝑇𝐸 , 𝑃𝐸),プレイヤーY は、𝑼𝒀 = (𝑅𝐸 , 𝑇𝐸 , 𝑆𝐸 , 𝑃𝐸)となる。 

プレイヤーの行動は、前回のゲームの結果のみを見て決め

る。前回のゲーム結果が Cg,Cb,Dg,Db（1,2,3,4 とラベルを

付ける）のとき、次のゲームでプレイヤーX が C の行動を

選択する確率をそれぞれ𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4とすると、戦略は𝒑 =

(𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4)と書ける。同様に、プレイヤーY についても

𝒒 = (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3, 𝑞4)とする。𝑝, 𝑞の下付き文字は前回のゲーム

の結果を意味する。 

 

この繰り返しゲームをマルコフ過程とみて、遷移行列を

M とする。また、𝒗を M の定常分布、𝒇を任意の列ベクト

ルとすると、𝒗と𝒇の内積は下記の式(2)の行列式の形で表

すことができる[3]。 

𝒗 ∙ 𝒇 ≡ 𝐷(𝒑, 𝒒, 𝒇) = 

|

𝜏𝑝1𝑞1 + 𝜖𝑝1𝑞2 + 𝜖𝑝2𝑞1 + 𝜉𝑝2𝑞2 − 1 𝜇𝑝1 + 𝜂𝑝2 − 1 𝜇𝑞1 + 𝜂𝑞2 − 1 𝑓1

𝜖𝑝1𝑞3 + 𝜉𝑝1𝑞4 + 𝜏𝑝2𝑞3 + 𝜖𝑝2𝑞4 𝜂𝑝1 + 𝜇𝑝2 − 1 𝜇𝑞3 + 𝜂𝑞4 𝑓2

𝜖𝑝3𝑞1 + 𝜏𝑝3𝑞2 + 𝜉𝑝4𝑞1 + 𝜖𝑝4𝑞2 𝜇𝑝3 + 𝜂𝑝4 𝜂𝑞1 + 𝜇𝑞2 − 1 𝑓3

𝜉𝑝3𝑞3 + 𝜖𝑝3𝑞4 + 𝜖𝑝4𝑞3 + 𝜏𝑝4𝑞4 𝜂𝑝3 + 𝜇𝑝4 𝜂𝑞3 + 𝜇𝑞4 𝑓4

| (2) 

式(2)では、τ = 1 − 2ϵ − ξ, μ = 1 − ϵ − ξ, η = ϵ + ξとする。

無限回ゲームを繰り返したときプレイヤーX の期待利得は、 

sx =
𝒗 ∙ 𝑼𝑋

𝒗 ∙ 𝟏
=

𝐷(𝒑, 𝒒, 𝑼𝑋)

𝐷(𝒑, 𝒒, 𝟏)
(3) 

となり、同様に、プレイヤーYの期待利得は、 

sY =
𝒗 ∙ 𝑼𝑌

𝒗 ∙ 𝟏
=

𝐷(𝒑, 𝒒, 𝑼𝑌)

𝐷(𝒑, 𝒒, 𝟏)
(4) 

のように式 (2)を用いて表すことができる。ここで𝟏 =

(1,1,1,1)とする。 

𝛼, 𝛽, 𝛾を任意の定数とすると、sxとsYを線形結合したも

のが式(2)を用いると式(5)のように書ける。 

αsX + 𝛽𝑠𝑌 + 𝛾 =
𝐷(𝒑, 𝒒, 𝛼𝑼𝑋 + 𝛽𝑼𝑌 + 𝛾𝟏)

𝐷(𝒑, 𝒒, 𝟏)
(5) 

ここで、式(5)の右辺の分子がゼロになれば、2 人のプレイ

ヤー間の期待利得は直線関係になる。行列式の性質から式

(6)を満たせば直線関係になり、それはゼロ行列式戦略と呼

ばれている。このゼロ行列式戦略は、式(6)にプレイヤーY

の戦略𝒒の要素の項が含まれていないので、プレイヤーY

戦略に関係なく、利得の直線関係を一方的に設定できる。 

μ𝑝1 + 𝜂𝑝2 − 1 = 𝛼𝑅𝐸 + 𝛽𝑅𝐸 + 𝛾, 
𝜂𝑝1 + 𝜇𝑝2 − 1 = 𝛼𝑆𝐸 + 𝛽𝑇𝐸 + 𝛾, 

𝜇𝑝3 + 𝜂𝑝4 = 𝛼𝑇𝐸 + 𝛽𝑆𝐸 + 𝛾, 
𝜂𝑝3  + 𝜇𝑝4 = 𝛼𝑃𝐸 + 𝛽𝑃𝐸 + 𝛾 (6) 

3. 結果 

本研究では、エラー率ϵ, ξ を変化させて、エラーの影響

によってプレイヤーの利得の関係がどのように変化するか、

ゼロ行列式戦略の特に Equalizer戦略と Extortioner戦略、無

条件戦略の ALLD 戦略と ALLC 戦略について、それぞれシ

ミュレーションと数理解析を行った。ここでは、L = G =

0.5と設定する。 

3.1 ゼロ行列式戦略に対する知覚エラーの影響 

プレイヤーX が Equalizer 戦略を採るとプレイヤーY が

どんな戦略を採ろうとプレイヤーY の利得sYは固定される。

本研究で扱うEqualizer戦略はエラーなしでのsY＝0.5とする

戦略とし、式 (6)でα = 0, p1 = 2/3, 𝑝4 = 1/3とすると𝒑 =
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(2/3,1/3,2/3,1/3) と決まる。プレイヤーX が Extortioner 戦

略を採るとプレイヤーY がどんな戦略を採ろうとsxがsYを

上回る。本研究で Extortioner 戦略は、エラーなしの場合で

の直線の傾きを  χ = 2  にする戦略とし、式 (6)でα = 2/

7, β = −4/7, γ = 0とすると𝒑 = (5/7,0,5/7,0)と決まる。 

図 1 はプレイヤーX の戦略を Equalizer 戦略として、プレ

イヤーYの戦略𝒒を乱数で 1,000 戦略分ランダムに決定して、

それぞれについて無限回ゲームを行った時の期待利得の関

係を示したものである。同様に、図 2 はプレイヤーX の戦

略を Extortioner 戦略とした場合である。図 1 からエラーな

しの場合、Equalizer 戦略なので 1,000 個のすべての点がsY

＝0.5 の直線上にあるのは自明だが、エラーありの場合で

は、1,000 個の点がsY＝0.5 の直線上に沿っていないことが

わかる。また、プレイヤーの期待利得はエラーありの場合

でも直線関係を保っているように見える。実際、エラーあ

りの場合でも、3.3 で示すようにプレイヤーの期待利得は

直線関係となる。さらに、エラー率がある程度までは、エ

ラー率が大きくなるほど、直線の傾きは負の方向に大きく

なるという性質があることが分かった。よって、利得の直

線関係は保てるが、sYが 0.5 に固定されないため、エラー

があると Equalizer 戦略ではなくなる。エラー率を最大

(2ϵ + ξ = 1)にした場合でもやはり利得の直線関係が成り立

ち、特にϵ = 0, ξ = 1 のときの直線は、エラーなしの場合の

直線sY＝0.5と同じ直線であることが分かった。図 2 から、

Extortioner 戦略で、エラーなしの場合では、直線の傾きχ =

2となっているのは自明だが、エラー率が大きくなるほど、

傾きが正の方向に大きくなっていき、さらにエラー率が大

きくなると、直線が負の傾きになる性質があることが分か

った。よって、エラーがある場合、sYがsxを上回ることが

あるので、直線関係は保てるが Extortioner 戦略ではなくな

る。また、 Extortioner 戦略でもエラーがある場合で

Equalizer 戦略と同じように直線関係が保たれることが 3.3

の方法で示せる。 

3.2 無条件戦略に対する知覚エラーの影響 

 常に裏切るALLD戦略𝒑 = (0,0,0,0)、常に協力するALLC

戦略𝒑 = (1,1,1,1)についてもゼロ行列式戦略と同様にシミ

ュレーションと数理解析を行った。ALLD 戦略について、

エラーなしの場合と小さいエラー率の場合では、s YがsXを

上回ることはなかったが、エラー率を最大にした場合で、

特にϵ = 0, ξ = 1の場合とϵ = 0.25, ξ = 0.5の場合はsy = 𝑠𝑋と

なる点を除いて常にsyがsXを上回ることが分かった。

ALLC 戦略については、ALLD 戦略の反対で、エラーなし

の場合と小さいエラー率の場合では、sXがsYを上回ること

はなかったが、エラー率を最大にした場合で、特にϵ =

0, ξ = 1の場合とϵ = 0.25, ξ = 0.5の場合はsy = 𝑠𝑋となる点

を除いて常にsXがsYを上回ることが分かった。また、これ

ら２つの戦略は、エラーなしの場合、プレイヤーの利得関

係は直線になるが、エラーありの場合でも直線関係になる

ことが分かった。そのことは 3.3から示せる。 

3.3 利得関係が直線になることの確認 

プレイヤーの利得関係が直線になることを示すには、式

(6)を満たすことを確認すれば良い。例えば、エラー率が

ϵ = 0.2, ξ = 0.2のときに Equalizer 戦略が直線関係になるか

を示す。式(6)にα, β, γ以外の変数を代入して、α, β, γについ

て解くと、α = 3, β = 5/3, γ = −7/3と求めることができる

ので直線であることが示せる。同様に、ϵ = 0.2, ξ = 0.2以

外のエラー率でも直線になることが確認できた。さらに、

Extortioner戦略、ALLD戦略、ALLD戦略でも今回設定し 

たエラー率では直線になることが確認できた。 

4. おわりに 

繰り返しゲームにおける代表的なゼロ行列式戦略や無条

件戦略に対する知覚エラーの影響を数理解析、シミュレー

ションによって調査した。その結果、エラーを加えても無

条件戦略は直線の利得関係を保てることが分かった。また、

ゼロ行列式戦略の Equalizer戦略と Extortioner戦略は、エラ

ーが入るとそれぞれ Equalizer戦略と Extortioner戦略ではな

くなってしまうが、直線関係を保っているのでゼロ行列式

戦略の性質は満たす。今後の展開として、これらの数学的

性質が一般に成り立つかを調べる予定である。 
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図 1Equalizerに対するエラーの影響 

図 2 Extortionerに対するエラーの影響 
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