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1. はじめに 
パイとは始点と終点を同一視した閉区間 [0, 𝑏 ] であり，

𝑃 =  ⦗0, 𝑏 ⦘ とかく．またプレイヤー集合を𝑁 とする．各

プレイヤー𝑖 ∈  𝑁 は評価区間𝑉  をもつ．このとき，𝑃 をど

のように分割し，各プレイヤー𝑖 に割り当てるかを考える

問題がパイ分割問題である． 
この問題に対し，Barbanel, J. B. ら [1] はプレイヤー数を

3 以下と制限すれば，カット数が|𝑁| であり，無羨望性を

満たす割当を返すメカニズムを提案した．一方，類似問題

であるケーキ分割問題に対し，Alijani, R. ら [2] はプレイヤ

ー数を制限せずに，上記2 つの性質に加え，戦略的操作不

可能性を満たす割当を返すメカニズムを提案した．そこで

梅田，浅野 [3] は，後者の結果をパイ分割問題へ応用し，

評価区間に制約を加えた状態において，3 つの性質を満た

すメカニズムを提案した．  
本研究はこれの発展として，パイ分割問題に対し評価区

間を制約せずに，カット数が高々2(|𝑁| −  1) であり，無羨

望性・戦略的操作不可能性を満たすメカニズムを提案する． 

2. 準備 
まず，P- 区間を定義する．パイ𝑃 上の座標は，12 時の

位置が0 であり，時計回りに大きくなり，1 週すると0 に

戻る．この座標上で始点𝑎, 終点𝑏 の区間を ⦗𝑎, 𝑏⦘ とかく．

また，その大きさを|⦗𝑎, 𝑏⦘| と表す．  
次に評価区間およびそれに関する定義を行う．全てのプ

レ イ ヤ ー 𝑖 は，評価区間𝑉  =  ⦗𝛼 , 𝛽 ⦘ をもつ．図 1(1)  

の例では，𝑉  =  ⦗0, 1⦘, 𝑉  =  ⦗1/8, 7/8⦘, 𝑉  =  ⦗1/4, 3/4⦘ 

である．𝑇 ⊆  𝑁 に対し，𝑽  =  (𝑉 ) ∈  と表す．このとき，

𝑽  のドメイン（𝑽  の要素全てを含む極小なP- 区間）を 
DOM(𝑽 )  =  argmin⦗ , ⦘⊆ |⦗𝑎, 𝑏⦘| | 𝑉  ⊆  ⦗𝑎, 𝑏⦘, ∀𝑖 ∈  𝑇  

と定義する．𝑽  の密度を𝛷(𝑽 )  =  DOM(𝑽 )/|𝑇| とする．

𝛷(𝑽 )  <  𝛷(𝑽 ), ∀𝑇  ⊆  𝑇 が成り立つとき𝑽  は既約であ

るという．  
 次にメカニズム𝑀 による割当について述べる．𝑀 は𝑽  

を 入 力 と し ， 割 当 𝑨 (𝑽 )  =  𝐴 (𝑽 ), 𝐴 (𝑽 ), … ,

𝐴| |(𝑽 )  を決定する．割当は𝑃 の分割である． 
効用とは，評価区間と割当の共通部分の大きさである．

具体的には𝑈 (𝑽 )  =  𝑉  ∩  𝐴 (𝑽 )  で表す． 
 最後に，カット数と2 つの性質を定義する． 
定義𝟏 （カット数）#𝐴 (𝑽 ) は𝐴 (𝑽 ) に含まれる𝑃- 区間

の数としたとき，𝑀 のカット数は，∑ #𝐴 (𝑽 )∈  である． 
定義𝟐 （無羨望性）メカニズム𝑀 が無羨望性を満たすとは，

∀𝑖 ∈  𝑁 に対し 
|𝑉  ∩ 𝐴 (𝑽 )|  ≤  𝑈 (𝑽 ), ∀𝑜 ∈  𝑁 − {𝑖}, ∀𝑽  

が成立することである． 
定義𝟑 （戦略的操作不可能性）メカニズム𝑀 が戦略的操作

不可能性を満たすとは，任意の入力𝑽  に対して， どの𝑖 ∈

 𝑁 でも，𝑉  をどのような𝑉  に変えても 
𝑉  ∩  𝐴 𝑉 , 𝑽   { }  ≤ 𝑈 𝑉 , 𝑽   { }  

が成立することである． 

3. 提案メカニズム 

3.1 一般化拡張プロセス 

ここでは提案メカニズム P-EFGISM の構成要素である一

般化拡張プロセスを示し，その後アンロックについて示す． 
そのためまずチェーンを定義する．これは各プレイヤー

𝑖 ∈  𝑁 への割当候補に対応する，P-区間 𝐶  =  ⦗𝑎 , 𝑏 ⦘ の隙

間ない列である．𝑁 上の置換を𝜎  とする．そのとき，𝐾  =

 𝐶 ( ), 𝐶 ( ), … , 𝐶 ( )  に お い て ， 𝑏𝜎𝑗
 =  𝑎𝜎𝑗

,
1 ≤  ∀𝑖  ≤  𝑛𝑗  −  1 が成立するとき，𝐾  をチェーンと呼

ぶ．また，𝑏  =  𝛽 ( ) が成立するとき，𝐾  はロック

されたという． 
 それでは，以下に一般化拡張プロセスを示す． 

アルゴリズム 1 一般化拡張プロセス 

U- Exp(𝑇, 𝑽 , 𝑃)  
 𝑲 =  𝜙; 
 For each  𝑖 ∈  𝑇 
  𝐾  ←  ⦗𝛼 , 𝛼 ⦘;  𝑲 ←  𝑲 ∪ { 𝐾 };    図1(1) 
 While 𝑲内いずれのチェーンもロックされていない do 
  For each  𝐾 ∈  𝑲  do 
   For  𝑖  =  1  to  𝑛   do 
    𝐶𝜎𝑗( )  ←  ⦗𝑎𝜎𝑗( )  +  (𝑖  −  1)𝛿, 𝑏𝜎𝑗( )  +  𝑖 𝛿  mod |𝑃|⦘ ; (2) 

   if  𝐾 がロックされている    図1(4) 
    if  𝐺  が閉路をもつ  //𝐺  については 3.1 後半 
     for  𝑖  =  1  to  𝑛   do 
      𝑃 ( )  ←  𝑃

( )  
    図1(5)  

    Else 
     return 𝐾 ;     図 1(6) 
   Elseif  𝑏  =  𝑎 ( ), ∃𝐾  ∈  𝑲 
    𝐾  ←  𝐾  ∪ 𝐾 ;  𝑲 ←  𝑲 – 𝐾 ;    図1(3) 

 次に，図 1 を用いて一般化拡張プロセスの動作を概説す

る．ここでは，大きさが1  のパイが入力されたとする．ま

ず初期化を行う(1)．次に拡張を行う(2)．拡張とは全ての

プレイヤー𝑖 への割当候補の大きさを同時に𝛿 だけ大きく

することを意味する．これを行っていくと，チェーン𝐾  が

𝐾  に，𝐾  が𝐾  に衝突するため，これらを結合する(3)．結

合した𝐾 を拡張し続けると，ロックされる(4)．これは，

これ以上拡張を続けると，プレイヤー3 が評価していない

区間を割当候補にすることを意味する．そこで，チェーン

内のプレイヤーの順番を1, 2, 3 から 1, 3, 2 へ変更し（アン

ロック）(5), 拡張を続ける．それが不可能な場合ロックさ

れたチェーンを返し，アルゴリズムは終了する(6)． 
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 以降は，アンロックをいかに行うかを述べる． 
まず，ロックされたチェーン𝐾  に対し，アンロックグラ

フ 𝐺  =  (𝑉, 𝐸  ∪ 𝐸 )  を 構 成 す る ． 点 集 合 を 𝑉 =

𝑣 ( ), 𝑣 ( ), … , 𝑣 と定義する．また辺集合を 
𝐸  =  𝑣 ( ), 𝑣 (  )  | (𝑖  >  𝑖 ) ∩ 𝛽 ( ) − ⦗𝛼 ( ), 𝛽 ( )⦘ ≤  𝑏 ( ) − ⦗𝑎 ( ), 𝑏 ( )⦘  

𝐸  =  𝑣 ( ), 𝑣 (  )  | (𝑖 <  𝑖 )  ∩ 𝛼 ( ) + ⦗𝛼 ( ), 𝛽 ( )⦘ >  𝑎 ( ) + ⦗𝑎 ( ), 𝑏 ( )⦘  

とする．図1(4)の𝐾  に対して、𝐺  は図2 のようになる 

アンロックは𝐺  を用いて行う．𝐺  上にて𝑣  を含

む閉路を考える．閉路に含まれる点𝑣 ( ) の中で，最小の

𝑖  を𝑙 とする． こ の と き ， 置 換 𝛿  を 𝛿 (𝑖 )  = 𝑖 , 1 ≤

 ∀𝑖  <  𝑙, 𝛿 (𝑙)  = 𝑛 , 𝛿 (𝑖 )  =  𝑖  −  1, 𝑙 < ∀𝑖  ≤ 𝑛 と定義

する．図 2 では， 𝑙 =  2 であり，𝛿 (1)  = 1, 𝛿 (2) =

3, 𝛿 (3) = 2 となり，図1(5) のようにアンロックできる． 

3.2 P-EFGISM  

本節では，P-EFGISM の構成要素である，Shrink 操作・

Allocate 操作を示す．次に P-EFGISM を紹介し，最後その

性質およびその証明概要を示す． 
Shrink 操作は，パイ𝑃 から⦗𝑎, 𝑏⦘ を除き，𝑽  を再構成す

る操作である．Shrink(𝑃, ⦗𝑎, 𝑏⦘, 𝑽 ) とかく．図3 に実際に

適用した様子を示す．(7) から(9.1) の部分を除くと，𝑉 は

(8.1) のようになる．紙面の都合上，詳細は省略する． 
 次に Allocate 操作を示す．𝐺  上で𝑣 ( )からのパスが存

在する点集合を𝑉 𝑣 ( )  とかけば，以下のようになる． 

アルゴリズム 2 Allocate 

Allocate(𝑇, 𝑽 , 𝑃)  
 ℎ ←  U- Exp(𝑇, 𝑽 , 𝑃); 
 If DOM(ℎ)  =  DOM(𝑽 )  //U-Expで割当が求まった場合 
  For each ⦗𝑎 , 𝑏 ⦘ ∈ ℎ do 
   𝐴 (𝑽 )  ←  ⦗𝑎 , 𝑏 ⦘; 
 Else  
  𝐿 =  𝑣 (𝑖 ) ∈ 𝑉 𝑣 (𝑛 ) において最小の𝑖  
  𝑥  =  𝛽 ( )  −  (𝑘 − 𝐿 + 1)𝛷(𝑉 ) + |𝑃|  mod |𝑃|; 
  For 𝑖 = 𝐿 to 𝑛  do 
   𝑉 ( )  ←  𝑉 ( )  ∩  ⦗𝑥, 𝛽 ⦘;  図3(7)  
  𝑇  =  {𝜎 (𝐿), 𝜎 (𝐿 + 1), … , 𝜎 (𝑛 )}; 

  𝑽  ←  Shrink(𝑃, DOM(𝑽 ), 𝑽 ); 図 3(8.1) 
  Allocate(𝑇 − 𝑇 , 𝑽 , ⦗0, |𝑃| − |DOM(𝑽 )|⦘);図 3(8.2) 
  Allocate(𝑇 , 𝑽 , ⦗0, |DOM(𝑽 )|⦘);図 3(9.2) 

実行例を示す．まず，一般化拡張プロセスを行う図1(6)．

それに対し，評価区間を縮小する図3(7)．これから，

DOM 𝑽{ , } をシュリンクし，𝑉  を再構成する図3(8.1)．こ

れと， 𝑃 = ⦗0, |𝑃| − DOM 𝑽{ , } ⦘ で子問題 1を作成する図

3(8.2) ． ま た ， 図 3(7) か ら ， 𝑉 , 𝑉  と ， 𝑃 =

⦗0, DOM 𝑽{ , } ⦘ で子問題2 を作成する図3(9.2)．  
 Allocate の性質として本研究では，以下を証明した． 
補題 1 既約な𝑽  に対し，Allocate(𝑇, 𝑽 , 𝑃) は以下をみたす． 
1)  ∑ |𝑥|∈ (𝑽 ) = 𝛷(𝑽 ), 𝐴 (𝑽 ) ⊆ 𝑉 , ∀𝑖 ∈ 𝑇 

2)  𝐴 (𝑽 )
∈
は DOM(𝑽 )を高々2(|𝑁| −  1) カットで分割

したものである． 

 最後に P-EFGISM およびその性質を以下に表す． 

アルゴリズム 3 P-EFGISM 

P-EFGISM(𝑁, 𝑽 , 𝑃) 
 If 𝑃 ≠ 𝜙 
  𝑽 = argmin ⊆ {𝛷(𝑽 )} //𝑽  は必ず既約になる 
  Allocate(𝑇, 𝑽 , 𝑃) 
  𝑽  ← Shrink(𝑃, DOM(𝑽 ), 𝑽 ) 
  P-EFGISM(𝑁 − 𝑇, 𝑽 , ⦗0, |𝑃| − DOM(𝑽 )⦘) 

これに対し，補題1 を用いて，以下の性質を証明できる． 
定理1  P-EFGISM は無羨望性・戦略的操作不可能性を満た

す割当を高々2(|𝑁| −  1) のカット数で達成する． 
証明概略 
（カット数は高々𝟐(|𝑵|  −  𝟏)）二つの子問題に分割してい

ることに注目することで，帰納法により示すことができる． 
（無羨望性・戦略的操作不可能性）Chen ら[4]は，各ステ

ップで密度最小の𝑽 を探し，それに対して，DOM(𝑽 ) を

∑ |𝑥|∈ (𝑽 ) = 𝛷(𝑽 ), ∀𝑖 ∈  𝑇 かつ𝐴 (𝑽 )  ⊆  𝑉 , ∀𝑖 ∈ 𝑇 を

満たすように割当を行うメカニズム𝑀 は無羨望性・戦略的

操作不可能性をもつことを示した．ゆえに補題1 より，P-
EFGISM は2 つの性質をみたす．  
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図 1 一般化拡張プロセス 

 
図 2 図1(4) の𝐾  に対するアンロックグラフ 図 3 Allocate 

FIT2018（第 17 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2018 by
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers and
Information Processing Society of Japan All rights reserved.

 120

第1分冊


