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概 要

平面グラフ Gの各点を整数格子の格子点上に配置し，各辺
を互いに交差しない直線分として描画したものを Gの格子直
線描画という．nを Gの点数とし，nは 3以上としよう．G
が 3連結ならば，Gは (n− 2)×(n− 2)の格子上に格子直線
描画できることが知られている [1, 2, 3, 6, 7]．また，Gが 4
連結ならば，Gは (n/2)×(n/2)の格子上に格子直線描画でき
ることが知られている [4, 6]．グラフの制約をより厳しく 5連
結にすることで，格子直線描画に必要な整数格子の大きさは
さらに小さくなると予想されるが，どの程度小さくなるかは
知られていない．本論文では，5 連結内部三角化平面グラフ
Gは高々(n−m− 2)×(n/2)の大きさの格子内に格子直線描
画できることを示すとともに，そのような描画を求める線形
時間アルゴリズムを与える．ここで，mは入力グラフGに対
応して決まる変数であり，3 ≤ m ≤ n− 7である．

1 序論

近年，様々な分野で与えられたグラフを「構造を理解しや
すく」かつ「きれいに」描画する手法が求められている [1, 2,
3, 4, 5, 6, 7]．平面グラフ Gの各点を整数格子の格子点上に
配置し，各辺を互いに交差しない直線分として描画したもの
を Gの格子直線描画といい，最も基本的な描画法として広く
研究されている．なお，本論文ではグラフGの点数を nで表
す．また，大きさW×H の整数格子はW +1本の垂直線分と
H + 1本の水平線分およびそれらの交点からなり，その外周
は矩形であるとする．W は整数格子の幅，H は高さという．
整数格子の幅をW，高さを H とする．格子サイズはW×H
と表す．Gが 3連結ならば，Gは (n− 2)×(n− 2)の格子上
に格子直線描画できることが知られている [1, 2, 3, 6, 7]．ま
た，G が 4 連結ならば，G は (n/2)×(n/2) の格子上に格子
直線描画できることが知られている [4, 6]．グラフの制約をよ
り厳しく 5連結にすることで，格子直線描画に必要な整数格
子の大きさはさらに小さくなると予想されるが，どの程度小
さくなるかは知られていない．
本論文では，図 1のように，5連結内部三角化平面グラフ

Gは高々(n−m− 2)×(n/2)の大きさの格子内に格子直線描
画できることを示すとともに，そのような描画を求める線形
時間アルゴリズムを与える．ここで，mは入力グラフGに対
応して決まる変数であり，3 ≤ m ≤ n− 7である．
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図 1: (a) 5連結グラフ G, (b) Gの格子直線描画．
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2 準備

本節では，いくつかの定義と既知の補題を与える．グラフ
Gは点の集合 V と辺の集合 E からなり，G = (V,E)で表す．
辺交差なしに描画できるグラフを平面グラフという．平面グ
ラフ Gは平面を連結する領域に分割する．その各領域を面と
いう．無限面を外面とし，外面以外の面は内面と定義する．こ
れらの面の境界は面閉路と呼ばれる．Gの外面閉路を Co(G)
によって表す．グラフGの全ての内面が三角形であるならば，
Gを内部三角化グラフという．グラフ Gの任意の k− 1点を
取り除いてもグラフが非連結にならないならば，Gは k連結
であるという．

G を 5 連結内部三角化グラフとし，u1, u2, u3, u4 およ
び u5 を G の外面上にある点とする．Co(G) = (w1 =
u1, w2, ..., wa = u2, wa+1, ..., wb = u3, wb+1, ..., wc =
u4, wc+1, ..., wd = u5, wd+1, ...)とする．Gに対して，結果的
に得られるグラフの外面上に u1, u3, u4, rおよび u5 がこの順
に現れるように，新しい点 rと 3本の辺 (u1, u3), (u4, r)および
(u5, r)を追加してできたグラフをG′とする．W1,W2, ...,Wi

を互いに素な V の部分集合とするとき，W1,W2, ...,Wi の
点で誘導される G′ の部分グラフを Gi とし，それ以外の
点から誘導される G′ の部分グラフを Gi とする．このとき
Π = W1,W2, ...,Wm が以下の条件 (co1)− (co4)を満足する
ならば，Πを Gの 5正規分割 [5]と呼ぶ．

(co1) W o
1 = w2, w3, ..., wb−1 とし，W i

1 をW o
1 に少なくとも

１つ隣接点を持つ点の集合とするとき，W1 = W o
1 ∪W i

1
である．

(co2) Wm = wc, wc+1, ..., wd である．

(co3) 1 ≤ k ≤ m なる各 k に対して，Gk は 3 連結であり，
0 ≤ k ≤ m− 1なる各 kに対して，Gk は 2連結である．

(co4) 2 ≤ k ≤ m− 1なる各 k に対して，以下の 2つのうち
1つが成り立つ．

(a) |Wk| ≥ 2であり，Wkの各点はCo(Gk)およびCo(Gk−1)

上にある．d(u,Gk) = 3 であり，d(u,Gk−1) ≥ 3 であ
る．(図 2(a)参照．)

(b) |Wk| = 1であり，d(u,Gk) ≥ 3であり，d(u,Gk−1) ≥ 2
である．(図 2(b)参照．)
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図 2: (co4)の 2つの条件．
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図 3: 5正規分割．

5正規分割 Π = W1,W2, · · · ,Wm の例を図 3に示す．以下
の補題が知られている．

捕題 2.1 [5]Gを 5連結内部三角化グラフとする．このとき
Gは 5正規分割 Πを持ち，Πは線形時間で構成できる．

条件 (co4) から，1 ≤ k ≤ m なる各 k に対し，Wk

の点は Co(Gk) で時計回りに連続して現れるとしてよい．
W1,W2, · · · ,Wm に現れる順に Gの全ての点に 1, 2, · · ·nと
番号をつけよう．このことにより，Gの点の間に大小関係 <
が自然に定義できる．

3 アルゴリズム

本節では本論文のアルゴリズムの概略を説明するとともに，
主定理を与える．

G を 5 連結内部三角化グラフとし，Π = W1,W2, ...,Wm

をGの 5正規分割とする．Co(G1) = (w1 = u1, w2, ..., wa =
u2, wa+1, ..., wb = u3, wb+1, ..., wt) とする．W1 の各点の座
標を図 4上図のように定める．
次に 2 ≤ i ≤ m − 1 なる各 i について，Gi−1 の描画に対

して Wi の点を追加して Gi の描画を構成する．次の 2 つに
場合を分けよう．

場合 1:Wi が (co4)の条件 (b)を満足するとき．
このとき wi = {u} とし，u の Gi における隣接点を
wp, wp+1, ..., wq とし，wp+1, wp+2, · · · , wq−1 の中で最
少の点を ws とする．まず x(u) = x(ws) とする．次に
y(u)を次のように定める．wp, wp+1, ..., wqの y座標の最
大値を ymaxとする．もしwp, wp+1, ..., wqの中で y座標
が ymaxとなる点が 2つ以上あるならば，y(u) = ymax+1
とする．そうでないならば y(u) = ymax とする．

場合 2:Wi が (co4)の条件 (a)を満足するとき．
このとき wi = {u1, u2, ..., ul}とし，Wi の Gi における
隣接点を wp, wp+1, wp+2 とする．まず wp+2 に対して，
[4, 6]と同様にして |Wi|−1だけ shiftの操作を実行する．
次に，1 ≤ i ≤ l−1なる各 iに対して x(ui) = x(wp)+ i
とし，更に x(ul) = x(wp+2)−1とする．最後に，上の場
合１と同様にして各点の y座標を ymaxまたは ymax +1
と定める．

最後にWm の各点の x座標を場合１と同様に定め，各点の y
座標を ymax + 1とする．図 4にアルゴリズムの流れを示す．
次の定理が成り立つ．

定理 1 Gを 5正規分割 Π = W1,W2, ...,Wm を持つ 5連結
内部三角化平面グラフとする．このとき G は高々(n − m −
2)×(n/2)の大きさの格子内に線形時間で格子直線描画できる．
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図 4: アルゴリズムの流れ．
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