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1. はじめに 

光学系における基本的な回折変換はレーリー回折である

が、実際には近似回折変換としてフレネル回折が用いられ

る。フレネル回折は積分の形で表され、ヒルベルト空間に

おける有界線形作用素として定義され、これまでその数学

的な性質が研究されてきた[1]。また光学的な画像処理、デ

ータ処理や光アナログ演算など光学的諸問題に応用されて

きた[2,3]。一般的な光学系においては、なんらかの形で光

の伝播を遮る空間的な帯域制限が存在する。このような有

限開口の効果をフレネル回折について考慮すると、フレネ

ル変換に対する標本化定理が導出できる。この標本化定理

を基礎として離散的有限フレネル変換が導出することがで

きる。離散フレネル変換は、線形でユニタリー変換となる。

これまでフレネル回折のコンピュータによる計算は、離散

フーリェ変換を 2 回用いて行われてきたが、離散フレネル

変換により直接計算が可能となる。また離散フーリェ変換

は、Cooley-Turkeyのアルゴリズムを用いて計算量を削減で

きるが、同様に離散フレネル変換も計算量削減が可能とな

る[4,5]。 

近年、デジタルメディアによるデータの利用が多くなっ

てきている。例えば、文書、静止画像、動画、音声などが

インターネット上で多く利用されている。デジタルデータ

の利点は、情報ネットワークを通して容易に複製、配布で

きることにあり、また欠点としては著作物の改ざんや無断

配布などがあげられる。これらの問題に対処するための 1

つの方法として、電子透かしの技術があげられる[6-10]。

電子透かし技術は、デジタルデータに対して、著作権に関

するデータ等を埋め込む手法である。画像の著作権保護の

ための署名などのデータを埋め込む方法が取られている。

これまで画像データへの透かし情報の埋め込みは、実空間

又は離散的な関数変換面上で行われてきた。特に、離散フ

ーリェ変換(DFT)、離散コサイン変換(DCT)、離散ウェーブ

レット(DWT)変換などによる方法が提案されてきた[11-17]。

ただし、透かし情報の種類や量、形態などは手法ごとに異

なっている。そのためさまざまな埋め込み手法と埋め込む

情報は、利用目的にあったものを選択することが重要であ

る。 

本研究では、離散的有限フレネル変換を導出し、それを

電子透かしへ応用することにある。乱数によって生成され

たパターンをフレネル変換面に埋め込み、画質に与える影

響を調べた。 

 

 

 

 

2. 離散的有限フレネル変換 

先ず、議論を簡単にするために、フレネル回折の入出力

空間を 1 次元として、振幅透過率𝑓(𝜉)を持つ物体に、光が

入射したとき、そこから距離𝑧だけ離れた観測面上での光

の振幅透過率を𝐹(𝑥, 𝑧)とする。フレネル近似のもとで

 𝐹(𝑥, 𝑧)は次のように表すことができる。 

𝐹(𝑥, 𝑧)  
 

√   𝑧
∫ 𝑓(𝜉) 𝑥 {

 

 𝑧
(𝑥  𝜉) }  𝜉

 

  

         ( ) 

ここで光の波数は 1 とした。フレネル逆変換は次式で与え

られる。 

𝑓(𝜉)  √
 

  𝑧
∫ 𝐹(𝑥, 𝑧) 𝑥 { 

 

 𝑧
(𝑥  𝜉) }  𝑥

 

  

      ( ) 

今𝐹(𝑥, 𝑧)が空間的に帯域制限されていて、   𝑥   での

み零以外の値をとるとすると、次の標本化展開式が成立す

る。 

𝑓(𝑥)  ∑ 𝑓(  )
    (

𝑥
 
  )

 (
𝑥
 
  )

 𝑥 {
 

 𝑧
(     𝑥 )}

 

    

      ( ) 

ここで、   𝑧  ⁄ である。 

𝑓(𝜉)を Xの間隔で標本化すると、式(2)から次のようになる。 

𝑓(  )  √
 

  𝑧
 𝑥 ( 

     

 𝑧
) 

 ∫ 𝐹(𝑥, 𝑧) 𝑥 { 
 

 𝑧
(𝑥     𝑥)}  𝑥

 

  

                ( ) 

ここで、   ,  ,  , である。 

式(4)の積分範囲を     の間隔で離散化すると、次のようになる。 

𝑓(  )  √
 

  𝑧
 𝑥 ( 

     

 𝑧
) 

 ∑ ∫ 𝐹(𝑥, 𝑧) 𝑥 { 
 

 𝑧
(𝑥     𝑥)}  𝑥

 (   )  
 

    
 

 

    

 ( ) 

ここで、 

𝐹 (𝑥, 𝑧)  ∑ 𝐹 (𝑥  
   𝑧

 
, 𝑧)

 

    

 

  𝑥 { 
 

 𝑧
(𝑥  

   𝑧

 
)
 

      }                  ( ) 

と置くと、式(5)は次のようになる。 

𝑓(  )  √
 

  𝑧
 𝑥 ( 

     

 𝑧
) 

 ∫ 𝐹 (𝑥, 𝑧) 𝑥 (
   𝑥

𝑧
)

   
 

 

 𝑥                     ( ) 

𝐹 (𝑥, 𝑧)は、       aを周期とする周期関数となるから、

フーリェ級数展開できて、次のようになる。 

𝐹 (𝑥, 𝑧)  ∑    𝑥 ( 
   𝑥

 
)

 

    

                     ( ) 

ただし展開係数  は次のようになる。 
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∫ 𝐹 (𝑥, 𝑧) 𝑥 (

    

 
)

 

  
 𝑥                 ( ) 

(7)式から 

√
  𝑧

 
 𝑥 (

     

 𝑧
)𝑓(  ) 

 ∫ 𝐹 (𝑥, 𝑧) 𝑥 (
    𝑥

𝑧
)

   
 

 

 𝑥                   (  ) 

フーリェ級数展開の式から、𝐹 (𝑥, 𝑧)は次のように表すことができ

る。 

𝐹 (𝑥, 𝑧)  ∑
 

  
∫𝐹 (𝑥, 𝑧) 𝑥 (

   𝑥

 
)

 

  

 𝑥 𝑥 ( 
   𝑥

 
)

 

    

 

 
 

√  𝑧 
∑ 𝑓(  ) 𝑥 {

 

 𝑧
(   𝑥) }

 

    

 𝑥 ( 
 𝑥 

 𝑧
)  (  ) 

さらに𝐹 (𝑥, 𝑧)を の間隔で標本化し、𝑧  𝑁 
  (  )(𝑁を自

然数とする)と置くと、 

𝐹 (  )  𝐹 (  ,
𝑁  

  
) 

 
 

√ 𝑁
∑ 𝑓(  ) 𝑥 {

  

𝑁
(   ) }  𝑥 ( 

    

𝑁
)

 

    

 

 
 

√ 𝑁
∑ ∑ 𝑓(    𝑁 ) 𝑥 {

  

𝑁
(   ) }

 

    

   

   

 

  𝑥 ( 
    

𝑁
     𝑁) 

 
 

√ 𝑁
∑ 𝑓 (  ) 𝑥 {

  

𝑁
(   ) }  𝑥 ( 

    

𝑁
)

   

   

   (  ) 

となる。 

ここで、 

𝑓 (𝑥)  ∑ (  ) 
  𝑓(𝑥   𝑁 )

 

    

          (  ) 

と置く。 

今、次のように考える。 

𝐹 (𝑥)   𝑥 (
  𝑥 

𝑁  
)𝐹 (𝑥) 

 ∑ 𝐹 (𝑥   𝑁 ,
𝑁  

  
)  𝑥 {   𝑁 (   

  𝑥

𝑁 
)}

 

    

 (  ) 

 ( )  
 

√ 𝑁
∑  ( ) 𝑥 {

  

𝑁
(   ) }

   

   

          (  ) 

(   , , , , 𝑁   )  
ただし、 ( )  𝐹 (  )， ( )  𝑓 (  )と置いた。 

また、逆変換が存在して、次のようになる。 

 ( )  √
 

𝑁
∑  ( ) 𝑥 { 

  

𝑁
(   ) }

   

   

          (  ) 

式(15)と(16)をそれぞれ離散的フレネル変換(Discrete Fresnel 

transform)と逆変換という。式(16)の逆変換の変換核は式

(15)において𝑁を 𝑁と置いたものに等しい。 

 

 

3. 2 次元フレネル変換へ拡張 

1 次元の離散フレネル変換を 2 次元に拡張する。2 次元離

散フレネル変換は次のように定義する。 

 ( ,  )  
 

√  

 

√ 𝑁
 

 ∑ ∑ ( ,  ) 𝑥 {
  

 
(   ) }

   

   

   

   

 𝑥 {
  

𝑁
(   ) }  (  ) 

(   , , , ,   ,    , , , 𝑁   ) 
Fig. 1 は 2 次元離散フレネル変換の計算例である。(a)は元

画像で矩形領域で 1それ以外で 0、64×64画素である。(b)

は離散フレネル変換の実部。(c)離散フレネル変換の虚部。

(d)は離散フレネル変換の絶対値である。 

 

4. 電子透かしへの応用 

静止画像に電子透かしを埋め込む最も簡単な方法は、情報

を元画像に直接埋め込むことである。埋め込む情報は乱数

によって生成されるパターンであり、整数の*  , , +から

構成されるものである。電子透かしが埋め込まれた画像を

𝑊( ,  )とすると、乱数によって生成されたパターン

𝑅( ,  )に Keyとなる利得係数 をかけて、それを元画像に

加えることになる。 

𝑊( ,  )   ( ,  )    𝑅( ,  )                   (  ) 
埋め込み情報の抽出方法は、埋め込まれた画像を𝑊( ,  )

と生成されたパターン𝑅( ,  )の相関係数を求めることに

よって行う。画像の相関係数(Correlation coefficient)を次

のように定義する。 

   ∑ ∑(𝑊( ,  )    )(𝑅( ,  )    )

   

   

   

   

 

√∑ ∑(𝑊( ,  )    )
 ∑ ∑(𝑅( ,  )    )

 

   

   

   

   

   

   

   

   

⁄  (  ) 

ここで、  と  はそれぞれ情報を埋め込んだ画像𝑊( ,  )

と透かし情報𝑅( ,  )の平均であり、次のように定義する。 

    
          (a)                               (b)     

 

   
             (c)                              (d)     
Fig. 1 Processing of the 2D Fresnel transform of 

an original image. (a)The original test image 

(64×64, 8bpp). (b)Real part of the Fresnel 

transform. (c) Imaginary part of that. (d) Absolute 

value of the 2D Fresnel transform. 
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 𝑁
∑ ∑𝑊( ,  )

   

   

   

   

  

   
 

 𝑁
∑ ∑𝑅( ,  )

   

   

   

   

  

4.1 実空間への情報の埋め込み 

静止画像の画素に直接情報の埋め込み行った。埋め込ま

れる情報は、一様乱数により整数*  , , +を生成しパター

ンを作成した[18]。乱数の初期値は 6 に設定した。Fig. 2

は、計算機シミュレーションで使用したテスト画像である。

画素数 256×256ピクセル。各画素は 256諧調の濃淡分布

を持つ。 

Fig.3は Keyの値を 10と 20に設定したときの画像である。 

Fig. 4 は初期値(seed)を変化させたときの乱数のパターンと

埋め込み画像との相関係数を求めたものである。初期値 6

のときの乱数パターンを埋め込んで画像を作成した。Key

は 1に設定した。初期値 6のとき、相関係数が高くなるこ

とが分かる。それ以外のときは、相関があまりないことが

分かる。 

MSE(Mean square error)は次の式で定義する。 

    
 

 𝑁
∑ ∑( ( ,  )  𝑊( ,  ))

 
   

   

   

   

          (  ) 

ただし、 ( ,  )は元の画像で、𝑊( ,  )は情報を埋め込ん

だ画像である。 

SNR(Signal-to-noise ratio)は次の式で定義する。 

           (
    

   
)                                        (  ) 

Fig.5は Keyを 1から 10まで変化させたときの SN比であ

る。 

 

 

 

 

4.2 フレネル空間への情報の埋め込み 

静止画像を離散フレネル変換をして、フレネル変換面に透

かし情報の埋め込みをおこなった。埋め込む情報は実空間

への埋め込みで使ったものと同じものを使用した。 

Fig. 6 はフレネル変換面の実部への情報の埋め込みを行っ

た画像である。Fig. 7 はフレネル変換面の虚部への情報の

埋め込みを行った画像である。Fig. 8は、Keyを 1から 10

まで変換させたときの SN 比である。僅かではあるが虚部

に情報を埋め込んだときの方が SN 比が優れていることが

分かる。 

 

 

 

 
Fig. 2 The original test 

image(256×256pixel, 8bpp), referring to 

[19]. He is A. J. Fresnel (French physicist). 

 
(a)                                      (b) 

Fig. 3 Watermarked image in the spatial domain, add a 

pseudorandom patterns. (a) Key=10. (b)Key=20. 

 
Fig. 4 Correlation coefficient for a pseudorandom 

pattern generated with seed=6 correlated with 

pseudorandom patterns generated with other seeds. 

 
Fig. 5 Plots the Signal-to-noise ratio versus Keys. 

 
(a)                                 (b) 

Fig. 6 Watermarked image in the real part of the 

Fresnel transform plane. (a) Key=10. (b)Key=20. 
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5. まとめと今後の課題 

フレネル変換面に空間的な帯域制限をすることによって標

本化定理が導出できる。それを基にして、関数の周期性と

フーリェ級数展開を使うことによって離散フレネル変換が

導出できる。1 次元のフレネル変換を拡張することによっ

て 2 次元のフレネル変換を定義した。離散フレネル変換の

パラメータは固定して、電子透かしへ応用してきた。実際

にフレネル変換面における実部と虚部に情報を埋め込んで、

画質に与える影響を調べてきた。僅かではあるが虚部への

情報の埋め込みの方が SN 比に関して優れていることが分

かった。 

フレネル変換を電子透かしへ応用する際に、埋め込まれる

元のデジタル情報に対して離散フレネル変換を計算するこ

とになるが、計算量の問題が生じる。変換核の性質を利用

するなどして、計算時間短縮を行う必要がある。また今回、

フレネル変換のパラメータを固定して行っているため、最

適なパラメータを調べていく必要がある。 

今回は、乱数によって生成されたパターンをフレネル変換

面における実部と虚部に加えることによって電子透かし入

り画像を作成したが、実際には埋め込む情報によって画質

に与える影響を調べる必要がある。埋め込む情報は、文字

列や署名のための任意の画像が考えられ、その情報量や埋

め込む場所などを考慮する必要がある。また、電子透かし

の改ざんや消去などの攻撃に対する耐性を調べていく必要

がある。 
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                  (a)                                    (b)  
Fig. 7 Watermarked image in the imaginary part of the 

Fresnel transform plane. (a) Key=10. (b)Key=20. 

 

 
Fig. 8 Plots the Signal-to-noise ratio versus Keys. 
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