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1. はじめに 
筆者らは，最近，動画像復元への応用を念頭に置き，短

時間三次元 DFT（3-D Short-Time DFT: 3-D ST-DFT）にそ

の前処理として局所的平均値分離を導入することで，3-D 
ST-DFT の応用上の問題点を解決し，新たに平均値分離型

三次元 ST-DFT（3-D Mean-Separation-type Short-Time DFT: 
3-D MS2T-DFT）を提案し [1]，これを雑音によって汚され

た劣化動画像の復元に適用することにより，現在最高水準

の雑音除去能力を有するとされている CVBM3D 法 [2] と対

等以上の優れた動画像復元性能が実現されることを実験的

に明らかにしてきた [3]．本研究では，動画像復元性能のさ

らなる改善を図るため，劣化画像の DFT 係数に対する復

元処理にその理論的基盤を提供する“DFT 係数の統計的モ

デリング”について，理論的検討を詳細に加えている． 
実部と虚部を有した DFT 係数の確率分布モデルは，と

くに画像信号に対しては，DFT 係数の大きさ（Magnitude, 
Radius）と位相（Phase）に分離して取り扱うのが理に適っ

ている．なぜならば，画像の DFT 係数の位相は，単位円

周上に一様に分布するものと期待されるからである．よっ

て，画像の DFT 係数の確率分布モデルは，二次元球対称

分布として近似的に統計的にモデリングできるものと期待

される．なお，本研究では，二次元の場合に限定せず，一

般的に多次元球対称分布 [4] として議論を進めている． 
本研究では，3-D MS2T-DFT の動画像復元への応用を想

定し，観測信号の劣化モデルと信号の疎性（Sparsity）を陽

に含んだ多次元球対称確率分布モデルである多次元混合型

球対称ガウス分布（Multi-dimensional mixture spherically-
symmetric Gaussian distribution）を取り上げ，劣化した観測

データから真のデータを推定する位相保存型 Shrinkage 関

数（Phase-preserving-type shrinkage）[5] を多次元混合型球対

称ガウス分布モデルの最小二乗型（MMSE: Minimum Mean 
Squared Error）ベイズ推定関数として構成している．この

多次元混合型球対称ガウス分布モデルは，静止画像の変換

係数の統計的モデリングのために筆者らが先に考案した

“混合ガウス分布モデル” [6] を拡張し，さらに球対称化し

た多次元確率分布モデルに相当している．また，本研究で

は，観測信号の簡単な統計量が与えられたとき，観測信号

に適合する多次元混合型球対称ガウス分布のパラメータを

推定する簡易な手法を提案している．この提案法は，モー

メント法（Moment approach）に分類される反復的なパラメ

ータ推定手法である．さらに，静止画像や音響信号の直交

変換係数やウェーブレット係数等の統計的モデリングに有

用且つ標準的な確率分布として，信号復元や画像復元の分

野でこれまで盛んに研究されてきた“一般化ガウス分布

（Generalized Gaussian distribution）” [7], [8] を球対称化して

得られた多次元確率分布である“多次元球対称一般化ガウ

ス分布（Multi-dimensional spherically-symmetric generalized 
Gaussian distribution）”を取り上げ，二次元球対称一般化

ガウス分布に従う確率変数の統計量に本パラメータ推定手

法を適用し，二次元球対称一般化ガウス分布に二次元混合

型球対称ガウス分布モデルを当て嵌めている．二次元球対

称一般化ガウス分布では，観測データの劣化モデルや信号

の疎性は何ら想定されていないが，二次元混合型球対称ガ

ウス分布モデルへの当て嵌めを通して観測信号の劣化モデ

ルと信号の疎性とに関連付けられ，劣化した観測データか

ら真のデータを推定する位相保存型 Shrinkage 関数が二次

元混合型球対称ガウス分布モデルの MMSE ベイズ推定関

数として構成される． 

また，本研究では，理論的考察に加え，劣化モデルと信

号の疎性を陽に含んだ観測信号の統計的モデリングが，

“生物の視覚の経験に基づく発現機構の解明”に寄与する

可能性についても論じている． 

2. 多次元混合型球対称ガウス分布モデルと MMSE
ベイズ推定 

観測信号の劣化モデルと信号の疎性を陽に含んだ多次元

混合型球対称ガウス分布について述べ，さらにこの確率分

布モデルに対する MMSE ベイズ推定関数を導出すること

で，劣化した観測データから真のデータを推定する位相保

存型 Shrinkage 関数を導出している． 

2.1 多次元球対称分布の定義とその確率密度関数 

平均 0

の n 次元球対称分布の確率密度関数  np y は，次

式の一般形式で表現される [4]． 

   2 2
n np  y y               (2.1) 

なお，式(2.1)に含まれているパラメータ ζ は分布の広がり

を制御するパラメータである．さらに，n 次元確率変数ベ

クトル Y

の大きさ || ||R  Y


（Magnitude, Radius）も確率変

数であり，この確率変数 R の確率密度関数（Radial density 
function と言う）は，次式にて与えられる [4]． 
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2.1.1 多次元球対称ガウス分布 
球対称ガウス分布は，最も基本的且つ最も重要な球対称

分布である．平均 0

の n 次元球対称ガウス分布は，n 次元

独立同一（Independently & Identically Distributed: IID）ガウ

ス分布とまったく同じ確率分布である．以降では，平均 0
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分散 σ2 の n 次元球対称ガウス分布を，  2,n 0


 と簡潔に

表記している． 
n 次元球対称ガウス分布  2,n 0


 の確率密度関数  np y

は次式で与えられる． 
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ただし，  2
1 ; 0,g x  は，平均 0, 分散 σ2の一次元ガウス分

布の確率密度関数である．また，確率変数ベクトル Y

の大

きさ R の確率密度関数（Radial density function）hn (r) は，

次式で与えられる． 
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二次元の場合は，レイリー（Rayleigh）分布に帰着する． 
2.1.2 多次元球対称一般化ガウス分布 

一般化ガウス分布は，これまで，静止画像や音響信号の

変換係数の統計的モデリングに有用且つ標準的な確率分布

であるとされてきた [7], [8]．ここでは，一般化ガウス分布を

球対称化した多次元確率分布である多次元球対称一般化ガ

ウス分布 [4] を取り上げる． 
正のスケールパラメータ αと正の形状パラメータ βを有

する平均 0

の n 次元球対称一般化ガウス分布  , ,n  0




の確率密度関数  np y は，次式で与えられる． 
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ここで，β > 1 ならば n 次元球対称ガウス分布よりも裾野が

短い分布となり，β = 1 ならば n 次元球対称ガウス分布とな

り，β = 1/2 ならば n 次元球対称ラプラス分布となり，0 < β 
< 1/2 ならば n 次元球対称ラプラス分布よりも裾野が長い分

布となる．静止画像の変換係数の確率分布モデリングに関

するこれまでの研究によれば，静止画像の変換係数（ただ

し直流係数は除く）の確率分布は，ラプラス分布と同程度

の裾野の長さの一般化ガウス分布で良好に近似されること

が明らかにされている [7], [8]． 
確率変数ベクトル Y


の大きさ R の確率密度関数（Radial 

density function）hn (r) は，次式で与えられる． 
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また，大きさ R の k 次モーメント（ただし，k は 1 以上の

整数）  n
kM は，次式で与えられる． 
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図 1 には，二次元球対称一般化ガウス分布  , ,n  0



に従う二次元確率変数ベクトル Y


の大きさ R の確率密度関

数（Radial density function）h2 (r)を，形状パラメータ βを 0 
< β ≤ 1 の範囲内の種々の値に設定した場合について示した．

なお，図 1 では，各 βの値に対し，大きさ R の二次モーメ

ント  22
2:R M  が次元数 n = 2 に等しく 2 2R  となるように，

スケールパラメータ αを設定している． 

 
図 1 二次元球対称一般化ガウス分布に従う確率変数ベク

トル Y

の大きさ R の確率密度関数 h2(r) 

2.2 多次元混合型球対称ガウス分布：劣化モデルと信
号の疎性を含んだ多次元球対称確率分布モデル 

劣化した観測画像の DFT 係数の統計的モデリングのた

めには，観測信号の劣化モデルと信号の疎性を陽に含んだ

多次元球対称確率分布をモデル確率分布として採用するこ

とが望ましい．本研究では，この観点から，多次元混合型

球対称ガウス分布を意味付け，劣化モデルと信号の疎性を

陽に含んだ“多次元混合型球対称ガウス分布の一つの型式”

を構成している． 
2.2.1 疎性を有する信号の劣化モデルと多次元混合型球対

称ガウス分布 
1) 非有意信号と有意信号の混合型事前確率分布モデル 

疎性を有する n 次元の原信号 x の事前確率分布モデル

 Sp x を，非有意な信号に対応した比較的小さな分散  
2

, 0S
の n 次元球対称ガウス分布   2

, 0,n S0


と，有意な信号に対

応した比較的大きな分散  
2

, 1S の n 次元球対称ガウス分布

  2
, 1,n S0


を確率的に混合した確率分布として， 
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と定義する．式(2.8)の事前確率分布モデルは，それ自体が

混合型球対称ガウス分布モデルとなっている． 
2) 劣化した観測信号の確率分布モデル 

原信号 x に雑音 w が加わった劣化信号  y x w  
が観測

される条件付確率  Wp y x 
が，平均 x , 分散 2

W の n 次元球

対称ガウス分布  2,n Wx に従うと仮定し，劣化信号 y が
観測される確率  p y を評価すると，次式となる． 
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よって，劣化した観測信号 y は，n 次元混合型球対称ガウ

ス分布に従う．以降では，表記の簡素化のため，式(2.9)の
確率密度関数  p y を有する n 次元混合型球対称ガウス分

布を次式にて簡潔に表記している． 

 2 2
0 1 0 1; , ;P ,Pn  0


            (2.10) 

2 2
0 1 0 1 0 1, 0 P 1 , 0 P 1, P P 1; 0              

ここで，パラメータ P0は，信号の疎性を規定するパラメー

タである．一方，パラメータ
2
W は，劣化モデルを規定す

るパラメータである．また，必要に応じて新たに正のパラ

メータ ρ を導入し，分散 2
1 を，分散 2

0 を用いて次式にて

表現する． 
 2 2

1 0: 1 , 0                  (2.11) 
3) 大きさ R に関する各種の統計量 

確率変数ベクトル Y

の大きさ R の確率密度関数（Radial 

density function）hn (r) は，次式で与えられる． 
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このとき，大きさ R の k 次モーメント（ただし，k は 1 以

上の整数）  n
kM は，次式のように評価される． 
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また，大きさ R の四次モーメント  
4

nM と二次モーメント
 
2

nM の二乗の比  n
R は，次式にて評価される． 
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この統計量  n
R は尖度（Kurtosis）に準じた統計量であり，

これを用いて確率密度関数 hn (r)の裾野の長さが，球対称ガ

ウス分布と比較して相対的に評価される．n 次元混合型球

対称ガウス分布  2 2
0 1 0 1; , ;P ,Pn  0


の統計量  n

R は，次式

の不等式を満足する． 
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なお，単一の球対称ガウス分布  2,n 0


 に対しては，こ

のモーメント比  
, Gauss
n

R は，次式に示すように， 
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次元数 n のみに依存した定数となり，式(2.15)の不等式の

下限値と一致する．すなわち，n 次元混合型球対称ガウス

分布  2 2
0 1 0 1; , ;P ,Pn  0


のモーメント比  n

R は，必ず球

対称ガウス分布  2,n 0


 のモーメント比  
, Gauss
n

R 以上とな

っており，n 次元混合型球対称ガウス分布は単一の球対称

ガウス分布よりも必ず裾野が長い確率分布となっている．

さらに，大きさ R の一次モーメント  
1

nM と二次モーメント
 
2

nM の間には，次式の不等式が成立する． 
    

 
 

2 2
1 2, 1 , 2

n n
n nM M             (2.17) 

上式において，等号は，単一の球対称ガウス分布に帰着す

るとき，すなわち P0 = 0 あるいは P0 = 1 ときに成立する． 
2.2.2 観測信号からの統計的信号推定： MMSE ベイズ推定 

劣化した観測信号 y が n 次元混合型球対称ガウス分布モ

デル  2 2
0 1 0 1; , ;P ,Pn  0


に従うとき，観測信号 y の劣化

モデル  y x w  
の下で，雑音 w の分散 2

W が既知であるな

らば，観測信号 y から原信号 x を統計的に推定する MMSE
ベイズ推定関数（MMSE Bayesian estimate function）は，次

式のように求められる． 
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この MMSE ベイズ推定関数の出力ベクトル  x̂ y
 

は，入力

の観測信号 y と同一の方向を有している．よって，式

(2.18)の MMSE ベイズ推定関数は，観測信号 y の大きさ r
のみに作用する Shrinkage の意味を有する．こうして，こ

れまで経験的に導入されてきた位相保存型 Shrinkage [5] が

解析的に導かれる． 

3. 多次元混合型球対称ガウス分布モデルのパラメ
ータ推定： モーメント法 

n 次元確率変数ベクトル Y

の観測データが n 次元混合型

球対称ガウス分布モデル  2 2
0 1 0 1; , ;P ,Pn  0


に従うと見

なし，この確率分布モデルのパラメータを統計的に推定す

る手法を提案する．提案法では，動画像への適用を考慮し，

計算が簡易なモーメント法のアプローチを採用している．

モーメント法とは，推定対象の確率変数のモーメントが与

えられたとき，同一のモーメントを与える確率分布モデル

のパラメータを求めるアプローチである． 

3.1 モーメント法の問題設定と拘束関係式 

提案法では，観測対象の n 次元確率変数ベクトル Y

の大

きさ || ||R  Y


に関する三種類の統計量，すなわち二次モー

メント  2
2: n

R M  ，四次モーメント  
, 4 4: n

R M  ，一次モー

メント  
1: n

Ra M が与えられているものと仮定する．この

とき，同一の統計量を与える n 次元混合型球対称ガウス分

布  2 2
0 1 0 1; , ;P ,Pn  0


の三つのパラメータ{ 2 2

1 0 1P , ,  }を
決定する．なお，以降では，推定問題及び推定法の表現の

簡素化のため，正のパラメータ ρ を用いた式(2.11)の 2
1 の

表記法を採用し，同一の統計量を与える n 次元混合型球対

称ガウス分布の三つのパラメータ{ 2
1 0P , ,  }を決定するパ

ラメータ推定問題として定式化し，推定法を導出している． 
提案法では，具体的には，三つの統計量に関する次式の

三つの拘束関係式を 

   

   

    

2 2
1 0,2

2 4
,4 1 1 0, 4

1 1 0,1

2 1 P (A)

4 1 2 P P (B)

2 1 P P 1 (C)

R n

R n

R na

   

    

  

    

     

      

    (3.1) 

   
 

 ,2 ,4 ,1

2 1, ,
2 22 4n n n

n nn n n  
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同時に満足する三つのパラメータ{ 2
1 0P , ,  }を求めている．

上式は，パラメータ{ 2
1 0P , ,  }に関する非線形連立方程式

であり，これを反復解法で解く．なお，n 次元混合型球対

称ガウス分布モデルは，n 次元球対称ガウス分布よりも裾

野が長い確率分布のみを表現可能であることから，提案法

では n 次元球対称ガウス分布よりも裾野の長い n 次元球対

称分布のみを推定対象の確率分布として想定している．す

なわち，単純な n 次元球対称ガウス分布では， 

       
4 2 2 2 2

,4 ,4 ,2 ,1 ,2R R R Rn n n nand a             (3.2) 

となるので，以降では， 

       
4 2 2 2 2

,4 ,4 ,2 ,1 ,2R R R Rn n n nand a             (3.3) 

となる場合のみを推定対象とし， 

       
4 2 2 2 2

,4 ,4 ,2 ,1 ,2R R R Rn n n nor a             (3.4) 

となる場合には，推定対象の確率変数は，単純な n 次元球

対称ガウス分布に従うと見なすこととした． 

3.2 反復的パラメータ推定法 

本推定法は，パラメータ 2
0 を初期設定し，パラメータ

{ 2
1 0P , ,  }を反復更新する推定手法である．この初期設定

は，後述するように比較的容易である．また，本推定法は，

以下に述べるように，三つの一次方程式を交互に反復的に

解くことに帰着する．このように，本推定法は，初期設定

の容易性及び求解の計算の簡易性の二点で，変分ベイズ法 

[9], [10]  等の汎用的なパラメータ推定法よりも優れている． 
本推定法では，まず，パラメータ 2

0 が既知であると仮

定し，式(3.1)の(A)と(B)を連立させることで，二つの未知

パラメータ ρと P1を求める．ここで，次式で定義される新

たなパラメータ θを導入すると， 
1: P 0                   (3.5) 

式(3.1)の(A)は，θに関する次式の一次方程式と見なせる． 

    2 2
0, 22 1 Rn                   (3.6) 

このパラメータ θ は正の値であると想定されていることか

ら， 2 2
( ),2 02 n R   の場合に限り，式(3.6)は次式の有意な解

をもつ． 

 

2

2
0,2

1
2

R

n




 
                (3.7) 

さらに，パラメータ 2
0 に加えてパラメータ θ が既知であ

ると仮定すると，式(3.1)の(B)は，パラメータ ρに関する次

式の一次方程式と見なせる． 

 

, 4
4
0, 4

2 1
4

R

n


  

 
               (3.8) 

ここで，球対称ガウス分布よりも裾野の長い分布に対して

は，式 (3.3)の条件より 4 2
, 4 ( ), 4 ( ), 2R n R n    であり，且つ

2 2
( ),2 02 n R   となるようにパラメータ 2

0 が設定されてい

るならば，式(3.8)の一次方程式は次式の有意な（すなわち，

正の）解 ρをもつ． 

 

, 4
4
0, 4

2 1
4

R

n




 




 

               (3.9) 

よって，θ = ρ × P1 の関係から，事前分布のパラメータ P1

が次式にて与えられる． 

1P 


                   (3.10) 

また， 4 2
, 4 ( ), 4 ( ), 2R n R n    と 2 2

( ),2 02 n R   の条件下では，

式(3.10)の P1は必ず 0 < P1 < 1 となることが示される． 
次に，式(3.1)の(C)において，二つのパラメータ ρ と P1

が既知であると仮定し，未知パラメータ 0 を求める．こ

の仮定の下では，式(3.1)の(C)は，未知パラメータ 0 に関

する一次方程式であり，直ちに次式の解 0 が得られる． 

   0
1 1,1

1
2 1 P P 1

R

n

a
 

 
  

        (3.11) 

ここで，式(3.3)に示した条件より    
2 2 2

,1 ,2R Rn na    と限定

されており，また 0 < P1 < 1 且つ ρ > 0 であることより明ら

かに，式(3.11)の解 0 は，明らかに，前述の式(3.9)の解 ρ
と式(3.10)の解 P1 がともに有意な解となるための“ 0 に関

する条件 2 2
( ),2 02 n R   ”を満足する．上記より明らかに，

式(3.7), 式(3.9), 式(3.10), 式(3.11)を反復的に適用することで，

式(3.1)を満足するパラメータ{ 2
1 0P , ,  }が求められる． 

パラメータ 0 が与えられたとき，式(3.7), 式(3.9), 式
(3.10), 式(3.11)の関数を順番に適用することで，パラメー

0 に対する写像  0f  が次式に示すように定義される． 
   0 0 ,2on 0 2R nf              (3.12) 

   
 

 ,2 ,4 ,1

2 1; , ,
2 22 4n n n

n nn n n  
           

   
  

  
 

2

2
0,2

(1) 1
2

R

n




 
   

   

, 4
4
0, 4

2 1
4

(2)

R

n




 




 

  

  1(3) P 


  

  
   1 1,1

1(4)
2 1 P P 1

R

n

af
 

 
  

 

この写像  0f  の次式で定義された不動点 *
0 が， 

 * *
0 0f                  (3.13) 

パラメータ 0 の推定値 *
0 を与える．また，この不動点 *

0
は，下記の方程式の解と一致する． 

    0g x f x x                (3.14) 

本推定法は，この方程式を Steffensen の反復解法 [11] で解く

方法である． 
以下に，方程式  x f x に対する Steffensen の反復解法

を示した． 
〔Steffensen の反復解法〕 
0) 初期設定：  0 # , 0x x n             (3.15) 
1) x(n) の反復更新： 

     0 1 0 2 1, ,nz x z f z z f z           (3.16) 

        2
1 1 0

2 1 0

:
2

n n n z z
x x x

z z z
 

  
 

       (3.17) 

2) n ← n + 1 とし，1) へ戻る． 
〔反復解法 終〕 

Steffensen の反復解法は，非線形方程式の最も一般的な反

復解法である Newton 法を離散近似した反復解法に相当し

ている．また，Steffensen の反復解法は，初期設定値 x# に

よっては，収束しないことがある．よって，適切な初期設
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定が必須である．本推定法の初期設定は，比較的容易であ

り，パラメータ 0 の初期値を，次式の不等式を満足し， 

 0 ,22R n                 (3.18) 

その上界 , 2( )2/R n に近い値に設定すれば，収束する． 

3.3 多次元球対称ガウス分布に従う確率変数ベクトル
を対象とした際のパラメータの多義性 

n 次元確率変数ベクトル Y

が平均 0


の単純な n 次元球対

称ガウス分布に従う場合，n 次元確率変数ベクトル Y

の大

きさ || ||R  Y


の二次モーメント  2
2: n

R M  ，四次モーメン

ト  
, 4 4: n

R M  ，一次モーメント  
1: n

Ra M の間には，次式

の関係が成り立つ． 

4
,4

1
2 2,

2
2 2

R R R R

n
n a

n n n
  

       
       

   

   (3.19) 

これを n 次元混合型球対称ガウス確率分布モデルとして記

述する際，以下の二通りの解釈が考えられる． 
〔解釈Ⅰ〕 

 
 

 
2

2 2 2
1 0 1 0

,2

P 0, 0, , , 1
2

R

n

    


         (3.20) 

この解釈では，分散 2
1 は，式(3.20)を満足する任意の正値

をとりうる． 
〔解釈Ⅱ〕 

 
 

2 2
2 2 1

1 1 0
,2

P 1, 0, , ,
2 1

R

n

   
 

    


    (3.21) 

この解釈では，分散 2
0 は，式(3.21)を満足する任意の正値

をとりうる． 
 

4. 二次元球対称一般化ガウス分布の二次元混合型
球対称ガウス分布モデルへの当て嵌め 

一般化ガウス分布は，静止画像や音響信号の変換係数の

統計的モデリングに有用且つ標準的な確率分布として，こ

れまで信号復元，画像復元，応用統計学等の科学技術分野

で盛んに研究されてきた．ここでは，一般化ガウス分布を

球対称化した多次元確率分布である“多次元球対称一般化

ガウス分布”をモデリング対象の確率分布として取り上げ

ている． 
実部と虚部を有した DFT 係数の確率分布モデルには，

二次元球対称分布が適していると予想されることから，本

研究では，とくに二次元球対称一般化ガウス分布に焦点を

当て，二次元球対称一般化ガウス分布に従う二次元確率変

数ベクトルの大きさに関する統計量に 3.2 節で述べたパラ

メータ推定法を適用し，二次元球対称一般化ガウス分布に

二次元混合型球対称ガウス分布モデルを当て嵌めている．

すなわち，二次元球対称一般化ガウス分布に従う二次元確

率変数ベクトルの大きさに関する三つの統計量，すなわち

二次モーメント  2
2: n

R M  ，四次モーメント  
, 4 4: n

R M  ，

一次モーメント  
1: n

Ra M に，3.2 節で述べたパラメータ推

定法を適用し，適合する二次元混合型球対称ガウス分布モ

デルの三つのパラメータ{ 2
1 0P , ,  }を求め，二次元球対称

一般化ガウス分布に二次元混合型球対称ガウス分布モデル

を当て嵌めている．元の二次元球対称一般化ガウス分布で

は観測データの劣化モデルや信号の疎性は何ら想定されて

いないが，二次元混合型球対称ガウス分布モデルへの当て

嵌めを通して観測データの劣化モデルと信号の疎性とに関

連付けられ，合わせて劣化した観測データから真のデータ

を推定する位相保存型 Shrinkage 関数が二次元混合型球対

称ガウス分布モデルの MMSE ベイズ推定関数として構成

される．以下では，これらのことを具体的に示している． 

4.1 モーメントの真値を用いた場合の当て嵌め 

平均 0

の二次元球対称一般化ガウス分布  2 , , 0


 に

おいて，形状パラメータ βを 0 < β < 1 の範囲内の数値に設

定し，またこの分布に従う確率変数ベクトル Y

の大きさ R

の二次モーメント 2
R が次元数 n = 2 に等しく 2 2R  となる

ようにスケールパラメータ α の値を設定し，さらに二次元

球対称一般化ガウス分布  2 , , 0


 の大きさ R に関する

三つの統計量，すなわち二次モーメント 2
R ，四次モーメ

ント , 4R ，一次モーメント Ra の真値に，3.2 節で述べたパ

ラメータ推定法を適用し，適合する二次元混合型球対称ガ

ウス分布モデルの三つのパラメータ{ 2
1 0P , ,  }を求め，二

次元球対称一般化ガウス分布を二次元混合型球対称ガウス

分布モデルへと当て嵌めた． 
4.1.1 本パラメータ推定法の収束特性 

図 2 には，形状パラメータ βの値を β = 0.5と設定した場

合について，本パラメータ推定法の写像  0f  を 0 の関数

として図示した． 

 
図 2 4.1 節の当て嵌め問題において形状パラメータ β = 0.5 と

設定した際の本推定法における写像  0f  のグラフ 

図 2 に示したように，本パラメータ推定法の写像  0f  は，

, 20 (2)20 1 R     の関数の変域内において，上に凸で，

且つ原点を通る傾き 1 の直線（図 2 中の点線）と唯一つの

交点を有しているので，(0, 1)の変域内の任意の初期値から

出発し，単純な反復更新法を適用することで，写像  0f 
の不動点 *

0 へと必ず収束する．しかしながら，単純な反

復更新法の収束は非常に遅い．そこで，本パラメータ推定

法では，より速い収束を達成しうる Steffensen の反復解法

を採用している． 
図 3 には，図 2 に示した写像  0f  に基づき式(3.14)にて

定義された関数  0g  のグラフを図示した．本パラメータ

推定法は，Newton 法の離散近似に相当した Steffensen の反

復解法で方程式  0 0g   の解を求めることを通し，写像

 0f  の不動点 *
0 を求めるものである．図 3 の関数  0g 

のグラフより明らかに，パラメータ 0 の初期値 σ # を関数

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

f(σW)
σW

f (σ0)

f (σ0)

y = σ0

σ0

Fixed point σ**
0
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 0g  の極大点の右側に設定した場合に限り，Newton 法

では，その反復更新によって方程式  0 0g   の解 *
0 に収

束する． 

 
図 3 4.1 節の当て嵌め問題において形状パラメータ β = 0.5 と

設定した際の本推定法における関数  0g  のグラフ 

図 4 には，Steffensen の反復解法を図 2 に図示した写像

 0f  の不動点問題に適用した場合について，式(3.17)で
定義された Steffensen の反復更新写像  0  を 0 の関数と

して図示した．図 4 において，反復更新写像  0  の入力

変数 0 の値が桃色にハッチングされた区間内（0.35 ≾ σ # < 
1）に設定されているならば，反復更新写像  0  の出力

は， 0 の初期値 σ # の許容範囲(0, 1)に収まっている．よっ

て，0.35 ≾ σ # < 1 の区間内に 0 の初期値 σ #を設定すれば，

Steffensen の反復解法によって写像  0f  の不動点 *
0 が求

められる． 

 
図 4 4.1 節の当て嵌め問題において形状パラメータ β = 0.5 と

設定した際の本推定法における Steffensen の反復解法の反復

更新写像  0  のグラフ 

図 5 には，図 2 に図示した写像  0f  の不動点問題に

Steffensen の反復解法を適用した際の収束特性を，パラメ

ータ 0 の初期値 σ # を種々の値に設定した場合について比

較して示した．図 5 では， 0 の初期値 σ # の許容範囲は (0, 
1) の開区間であるが，0.35 ≾ σ # <1 の区間内に 0 の初期値 
σ # を設定したとき，高々 3 ~ 4 回程度の反復更新で，写像

 0f  の不動点 *
0 に収束している． 

本節の当て嵌め問題では，形状パラメータ β の値に応じ， 
Steffensen の反復解法が収束するための“パラメータ 0 の

初期値 σ # の適切な設定範囲”が異なる．形状パラメータ β
の値を β ➝ 1− とすると，初期値 σ # の適切な設定範囲は，

その上界は 1.0 で変化しないが，その下界はやや大きくな

り，適切な設定範囲は次第に狭くなる．一方，形状パラメ

ータ βの値を β ➝ 0+ とすると，初期値 σ # の適切な設定範

囲は，その上界は 1.0 で変化しないが，その下界はやや小

さくなり，適切な設定範囲は次第に広くなる．このように，

本節の当て嵌め問題では，形状パラメータ βの値が 0 < β < 
1 の範囲内であるならば，初期値 σ # の適切な設定範囲は，

必ず 0 < c # ≤ σ #  < 1 の区間（ただし，c # は形状パラメータ

βの値によって決まる 0 < c #  < 1の区間内の正の定数）とな

る．よって，本節の当て嵌め問題では，パラメータ 0 の初

期値 σ # を，式(3.18)の不等式の上界 , 2( )2/R n （図 2 ~ 図
5 では，この上界の値は 1.0 である）よりも若干小さな値

に設定すれば，Steffensen の反復解法によって写像  0f 
の不動点 *

0 が必ず求められる． 

 
図 5 4.1 節の当て嵌め問題において形状パラメータ βの値を

β = 0.5 と設定した際の本パラメータ推定法における

Steffensen の反復解法の収束特性 

4.1.2 当て嵌めの結果 
図 6 ~ 図 8 には，当て嵌めによって得られた二次元混合

型球対称ガウス分布モデルの三つのパラメータ{ 2
1 0P , ,  }

が，二次元球対称一般化ガウス分布  2 , , 0


 の形状パ

ラメータ β の値に応じて変化する様子を図示した．図 6 ~ 
図 8 において，β ➝ 1− のとき，3.3 節で述べた解釈Ⅱにお

いて 0.67  とした解に漸近した．すなわち，次式に示し

た解に漸近した． 
2 2

0 1 1 0
1P 0, P 1; 0.67; 1, 0.599

1
  


   


    (4.1) 

また，図 6 において形状パラメータ βの値を β ➝ 0+ とする

と，パラメータ P1 は単調に減少し，0 に漸近する．一方，

パラメータ ρ は単調に増加し，非常に大きな値となる．こ

のことは，以下のように説明される．すなわち，形状パラ

メータ β の値が小さい場合，確率分布は裾野の長い分布と

なるが，このとき“有意な信号は付加雑音に比較して十分

に大きな分散を有している（SN 比が高い）が，それが発生

することは極めて稀である”という解釈が採用されている． 
次に，形状パラメータ βの値を 0 < β < 1 の範囲内の値に

設定した平均 0

の二次元球対称一般化ガウス分布

 2 , , 0


 に対し，二次元混合型球対称ガウス分布モデ

ルへの当て嵌めを通し，さらに簡単のため次式を仮定して 

     
2 2 2 2 2 2 2 2
0 1 0, 0 , 1 , 1; 0 ;W WS S S               (4.2) 

式(2.18)の MMSE ベイズ推定関数  x̂ y
 

を構成した．図 9 に

は，形状パラメータ β の種々の値について，構成された

MMSE ベイズ推定関数  x̂ y
 

のノルム  ˆ|| ||x y
 

を入力の二次

元観測ベクトル y のノルム || ||y の関数として図示した．た

だし，図 9 に示した MMSE ベイズ推定関数は，二次モー

メント  22
2:R M  が次元数 n = 2 に等しくなるように，すな
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わち 2 2R  となるようにスケールパラメータ α の値を設定

した場合の結果である．なお，形状パラメータ β の値を β 
➝ 1− とすると，二次元混合型球対称ガウス分布モデルのパ

ラメータ推定結果は，先に示したように式(4.1)の解に漸近

した．この収束解に対応し，式(2.18)の MMSE ベイズ推定

関数の係数 {c1,[0], c1,[1] , c2,[1], c3,[1]} は，次式で与えられる. 

   
 

 

 

2 2
, 1 0 1

1, 0 1, 1 2, 12 2
1 1 0

2 2
1 0

3, 1 2 2 2 2
0 1 0 0

P0, 0.401, 0
1 P

1 0.200
2 2 1

Sc c c

c

  
  

  
    

 
       


 







 (4.3) 

結局，β ➝ 1− のときの MMSE ベイズ推定関数は，次式の

線形関数に漸近する． 
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図 6 二次元球対称一般化ガウス分布  2 , , 0


 の形状パラ

メータ βの値を変えた際のパラメータ P1の推定値の変化 

 
図 7 二次元球対称一般化ガウス分布  2 , , 0


 の形状パラ

メータ βの値を変えた際のパラメータ 2
0 の推定値の変化 

 
図 8 二次元球対称一般化ガウス分布  2 , , 0


 の形状パラ

メータ βの値を変えた際のパラメータ ρの推定値の変化 

 
図 9 形状パラメータ βの二次元球対称一般化ガウス分布

 2 , , 0


 の二次元混合型球対称ガウス分布モデルへの当て

嵌めを通して構成された MMSE ベイズ推定関数  x̂ y
 

のノルム

ˆ|| ( ) ||x y
 

のグラフ 

4.2 サンプルモーメントを用いた場合の当て嵌め 

4.1 節とは異なり，モーメントの真値の代わりに，平均 0


の二次元球対称一般化ガウス分布  2 , , 0


 に従う確率

変数ベクトル Y

の観測サンプル系列から求めたサンプルモ

ーメントに 3.2 節で述べたパラメータ推定法を適用し，適

合する二次元混合型球対称ガウス分布モデルの三つのパラ

メータ{ 2
1 0P , ,  }を求め，二次元球対称一般化ガウス分布

を二次元混合型球対称ガウス分布モデルへ当て嵌めた． 
実際の観測サンプル系列を用いた場合も，4.1 節で述べ

た当て嵌め結果とほぼ同一の当て嵌め結果が得られた．た

だし，形状パラメータ βの値が 1 よりも僅かに小さな値の

場合には，本推定法の振舞いに不規則な変動が見られた．

これは，先に 3.2 節で述べたように，本推定法は，推定対

象として，単一の球対称ガウス分布  2,n 0


 のモーメン

ト比  
, Gauss
n

R よりも大きなモーメント比  n
R を有する確率分

布のみを想定しており，この条件が満たされない場合に正

常に動作するようには設計されておらず，形状パラメータ

β の値が 1 よりも僅かに小さな値の場合には，観測サンプ

ル系列から求めたモーメント比  n
R が  

, Gauss
n

R 以下となる事

象が確率的に生起しうるためである．観測サンプル系列か

ら求めたモーメント比  n
R が  

, Gauss
n

R と非常に近い値となっ

た場合には，単一の球対称ガウス分布と見なし，本推定法

を適用せずに，式(4.1) ~ 式(4.3) の結果を代用することで，

この問題を回避することができる． 
また，形状パラメータ βの値が 0 に近い小さな正の値の

場合には，三つのモデルパラメータ{ 2
1 0P , ,  }の各パラメ

ータの推定値の推定分散が比較的大きな値となった．これ

は，図 8 からも推察されるように，形状パラメータ β の値

を β ➝ 0+ とすると，パラメータ ρの推定値が急激に増大す

るが，観測サンプル系列から求めたサンプルモーメントは

観測毎に変動するので，この変動の影響が，形状パラメー

タ βの値が 0 に近い小さな正の値の場合には，増幅される

ためである．この推定分散の増大を抑制するには，十分長

い観測サンプル系列を使用する必要がある． 
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5. 劣化モデルと信号の疎性を陽に含んだ観測信号
の統計的モデリングの意義と効用 

本研究の“観測信号の多次元混合型球対称ガウス分布モ

デリング”は，“劣化モデルと信号の疎性を陽に含んだ観

測信号のベイズ統計的なモデリング”の意義を有している．

ベイズ推定では，事前分布とそのパラメータ（ハイパーパ

ラメータとも言う）の設定が成功への鍵を握っている．式

(2.8)の事前確率分布モデルでは，{    
2 2

1 , 0 , 1P , ,S S  }がハイパ

ーパラメータに相当している．一般的に言って，事前分布

のハイパーパラメータを適切に設定するための合理的基準

が必ず存在するとは言えず，それ故に伝統的な統計学では，

ベイズ推定は長い間“鬼子”として扱われてきた．一方，

本研究の統計的モデリングでは，事前分布のハイパーパラ

メータは，疎表現 [12] の観点から明確な意味を有しており，

観測サンプル系列から推定可能である．また，本パラメー

タ推定法は，観測サンプル系列から求めたサンプルモーメ

ントのみに基づいて推定を行い，観測サンプル系列自体を

保持しておく必要がなく，推定処理は極めて簡易である． 
動画像復元において，動画像中の時空間的小区分毎に，

交流 DFT 係数に本パラメータ推定法を適用することで，

多次元混合型球対称ガウス分布モデルへの当て嵌めを通し

て MMSE ベイズ推定の観点から最適な MMSE ベイズ推定

関数として位相保存型 Shrinkage を時空間適応的に構成す

ることができる．その際，MMSE ベイズ推定関数を求める

には，式(2.8)の事前確率分布モデルのハイパーパラメータ

{    
2 2

1 , 0 , 1P , ,S S  }を指定する必要がある．しかしながら，当

て嵌められた多次元混合型球対称ガウス分布モデルのパラ

メータ{ 2
1 0P , ,  }からハイパーパラメータ{    

2 2
1 , 0 , 1P , ,S S  }

を一意的に決定することはできない．一方，分散パラメー

タ間には，次式の関係が成立しているので， 

     
2 2 2 2 2 2 2
0 1 0, 0 , 1, 1W WS S                (5.1) 

雑音の分散 2
W の推定値を上式に代入することで，すべて

のハイパーパラメータを指定することができる．これまで，

入力画像に混入した雑音の分散を推定するため，定評のあ

る多くの手法が開発されており[13]，これらの手法を適用す

ることで，雑音分散 2
W の推定値が容易に求められる． 

本研究の統計的モデリングは，信号復元や画像復元の技

術分野のみならず，“生物の視覚の経験に基づく発現機構”

を取り扱う現代の神経科学分野においてもその基礎的側面

の前進に役立つものである．神経科学分野では，感覚に関

わる神経細胞は，その発達段階を通して，それらに入力さ

れる感覚信号の統計的性質に巧く適合するようにその応答

を変化させ，感覚を生み出す脳内過程が徐々に形成されて

いくと仮定されてきた．1950 年代末から 70 年代にかけて

D. H. Huebel と T. N. Wiesel によって行われた“子猫の一次

視覚野に関する有名な視覚環境制御の実験”は，視覚の発

達が生後の視覚的経験に依存して大きく非可逆的に変容す

ることを明らかにしたものであった [14]．また，1950 年代

から，情報理論の符号化効率の概念に基づき，周囲環境と

相関した入力感覚信号の統計的性質と感覚に関わる神経細

胞の応答との関係を実験的に解明する試みがなされてきた 

[15]．さらに，近年，大規模データの全数活用が現実のもの

となり，種々な複雑な確率分布を大規模データから直接求

めることができることから，視覚に関する神経科学的研究

において高度な統計的モデリングが採用されつつある [15]．

これと並行し，現在の神経科学分野では，『脳内の感覚信

号表現が疎表現であるとする』作業仮説が支配的となって

いる [12]．入力された感覚信号から疎表現を生み出す過程は，

生物の生存にとって“有意な情報”を抽出する過程を意味

しており，この脳内過程の発現が生後の感覚的経験の総体，

すなわちその統計的性質に依存している．また，入力され

た感覚信号には必ず歪が伴うことから，本研究の“劣化モ

デルと信号の疎性を陽に含んだ観測信号のベイズ統計的モ

デリング”が，“生物の視覚の経験に基づく発現機構の解

明”のための必須の道具立てを提供するものと期待される．

例えば，人間の視覚システムでは，その視感度が時空間周

波数によって異なるが，このような特性を有した視覚の発

現機構を，視覚的経験のベイズ統計的モデリングの観点か

ら説明することが可能になるものと期待される． 

6. おわりに 
3-D DFT の動画像復元への応用を想定し，劣化モデルと

信号の疎性を陽に含んだ観測 DFT 係数のベイズ統計的モ

デリングの一手法を提案し，この手法によってモデルパラ

メータが安定に推定されることを示した．また，本統計的

モデリング手法の意義と効用について，信号・画像処理工

学，及び神経科学の観点から議論した． 
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