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1. はじめに 

1946 年に数学者 de Bruijn は以下の問題を解決した。  

2 進 k 桁の数すべてを含む最短の数列の長さは2𝑘であり、  

そのような数列は22
𝑘−1−𝑘個ある[5]。例えば d=2, k=3 を考

える。2進 3桁の数は 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111

の 8 つである。これらすべてを含む最短の数列として  

00010111 がある。この数列の最初の桁と最後の桁はつなが

っていると考える。よって 00010111 とこれを 1 ビットシ

フトした 00101110 は同じ数列とみなす。数列 00010111 を

先頭から 1 桁ずつずらしながら 3 桁の数を挙げると 000,  

001, 010, 101, 011, 111, 110, 100となる。この 8つの数を頂

点集合とし、1 桁ずらして次の数になる関係を弧で表わす。

例えば 001からは 010への弧と 011への弧が存在する。 こ

のようにして構成されたダイグラフを 2進 3桁の de Bruijn

ダイグラフとよぶ。一般に d進 k桁の de Bruijnダイグラフ

も同様に構成できる。de Bruijn ダイグラフは先述した数学

の問題を解くのに用いられた。2進 k桁の de Bruijnダイグ

ラフのハミルトンサイクルが 2 進 k 桁の数すべてを含む最

短の数列に対応しており、また 2進 k桁の de Bruijnダイグ

ラフと 2進 k-1桁の de Bruijnダイグラフの関係に着目する

ことで求めたい数列の個数が22
𝑘−1−𝑘となる。この de Bruijn

ダイグラフについて最近ではデータ圧縮に用いる研究もな

されている[3]。 

de Bruijn ダイグラフは正則なダイグラフであり, 少ない

次数と小さい直径に対して比較的頂点数が多いという性質

をもっている。グラフの最大次数Δと直径 Dを与えたとき

にグラフの頂点数の最大値を問う問題を(Δ, D)-問題という。 

この(Δ, D)-問題の上界は Moore boundとよばれている。そ

してこの上界に一致する頂点数をもつグラフは Moore グラ

フとよばれている。ダイグラフにおける (Δ , D)-問題の

Moore boundは 

 1 + Δ + Δ2 +⋯+ Δ𝐷 =
Δ𝐷+1 − 1

Δ − 1
 (1)  

となる。ただし、Δ > 1である[4, 8]。∆> 1かつ𝐷 > 1の

ときに Bridges らの研究によって Moore ダイグラフは存在

しないことが知られている。d 進 k桁の de Bruijnダイグラ

フは頂点の最大次数が d であり、直径は k である。そして

このときの頂点数は𝑑𝑘である。これは式(1)の左辺の項の最

大項である。このような観点から相互結合網のモデルとし

て de Bruijnダイグラフの研究がなされた。ただ、d進 k桁

の de Bruijnダイグラフは頂点数が𝑑𝑘と制限されている。そ

こで頂点数を一般の nとした一般化 de Bruijnダイグラフが

提案された[7]。またこの de Bruijn ダイグラフと似ている

定義をもつ Kautz ダイグラフが提案された。Kautz ダイグ

ラフ𝐾(𝑑, 𝑘) は d+1 進 k 桁の de Bruijn ダイグラフの部分グ

ラフとなっている。この kautz ダイグラフ 𝐾(𝑑, 𝑘) の頂点の

最大次数は dであり、直径は k である。このときの頂点数

は𝑑𝑘 + 𝑑𝑘−1  となっている。この頂点数は式(1)の左辺の最

大項と２番目に大きい項の和であり、de Bruijn ダイグラフ

よりも Moore bound に近い値をもつダイグラフであり、総

合結合網の観点からはより望ましいダイグラフといえる。

そこで Kautz ダイグラフを一般化した一般化 Kautz ダイグ

ラフが提案された。一般化 Kautz ダイグラフは Imase Itoh 

ダイグラフとも呼ばれている[2, 10]。一般化 de Bruijn ダイ

グラフと一般化 Kautz ダイグラフの定義を統合したダイグ

ラフのクラスが consecutive-d ダイグラフである[6, 7]。また、

consecutive-d ダイグラフを拡張したダイグラフとして c-

circulant ダイグラフがある[12]。 

グラフの支配数についての研究と同様にダイグラフの支

配数についても様々な研究がなされている。Barkauskas ら

は任意のダイグラフが effcient dominating set をもつかどう

かを判定する問題が NP 完全であることを示した。また、

有向木に限定した場合は線形時間で effcient dominating set

をみつけることができることを示した[1]。一般化 de Bruijn 

ダイグラフと一般化 Kautz ダイグラフに対しての支配数の

研究は[11]でなされている。 

本論文では一般化 de Bruijn ダイグラフと一般化 Kautz ダ

イグラフをそれぞれ拡張したダイグラフのクラスを導入し、

そのクラスの同型性と支配数について考察する。支配数に

対する結果は[11]の結果の拡張となっている。また、本論

文で扱うグラフのクラスは consecutive-d ダイグラフのサブ

クラスである。 

本論文の 2 章で必要となる定義と用語について述べる。

3 章で扱うダイグラフと一般化 de Bruijn ダイグラフ、一般

化 Kautz ダイグラフとの同型性ついて述べる。4 章で扱う

ダイグラフの支配数について述べ、5 章はまとめと今後の

課題である。 

2. 定義と用語 

V(G) 、A(G)をそれぞれダイグラフ G の頂点集合、弧集

合とする。頂点 u から頂点 v への弧を(u,v)であらわす。こ

のとき uは vの predecessorであり、vは uの successorであ

る。 

集合 O(u)={v|(u,v)∈A(G)}を頂点 u の outset とよび、集合

I(v)={u|(u,v)∈A(G)}を頂点 v の inset とよぶ。頂点に対して

定義した outset、 inset は頂点の部分集合 S に対しては

𝑂(𝑆) = ⋃ 𝑂(𝑢)𝑢∈𝑆 、𝐼(𝑆) = ⋃ 𝐼(𝑢)𝑢∈𝑆 として定義する。S⊂

V(G)に対して Gの任意の頂点が Sに含まれるまたは Sのあ

る頂点の successorであるとき、Sは Gの支配集合である。 

また、S⊂V(G)に対して G の任意の頂点が S に含まれる

または S のある頂点の predecessor であるとき、S は G の
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absorbant である。S⊂V(G)に含まれる任意の頂点 u、v に対

して(u,v)∉V(G)であるとき S は独立であるという。S が独立

かつ支配集合であるとき S は G の solution とよばれ、S が

独立かつ absorbant であるとき S は G の kernel とよばれる

[9]。ダイグラフ G の支配集合で最小濃度であるものを

dom(G)であらわし、dom(G)の濃度をγ(𝐺)であらわす。

γ(𝐺)を Gの支配数とよぶ。 

2 つの整数 m、n について m が n を割り切る。つまり m

が nの約数であるとき m | nであらわす。また、mと nの最

大公約数を gcd(m, n)であらわす。 

de Bruijn ダイグラフ dB(d,k)の定義は以下のとおりである。 

 
{

𝑉(𝑑𝐵(𝑑, 𝑘)) = ℤ𝑑
𝑘

𝐴(𝑑𝐵(𝑑, 𝑘)) = {(𝑎𝑘𝑎𝑘−1⋯𝑎1, 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎1𝑥)|

0 ≤ 𝑥 < 𝑑}
 

(2)  

式 (2)において頂点 𝑢 = 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎0を 𝑢 = 𝑎𝑘−1𝑑
𝑘−1 +

𝑎𝑘−2𝑑
𝑘−2 +⋯+𝑎0𝑑

0 とあらわす。このとき uから隣接する

頂点 vは𝑑𝑢 + 𝑥 (mod 𝑑𝑘), 0 ≤ 𝑥 < 𝑑 とかける。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 1 Gb(8,3) 

 

これにより de Bruijnダイグラフの隣接関係を数字のシフト

による定義から合同式を用いた定義に置き換えることがで

きる。そこで、𝑑𝑘  を一般の n に置き換えることで一般化

de Bruijn ダイグラフ Gb(n,d)の次の定義が得られる。 

 
{

𝑉(𝐺𝑏(𝑛, 𝑑)) = {0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1}

𝐴(𝐺𝑏(𝑛, 𝑑)) = {(𝑢, 𝑣)|𝑣 ≡ 𝑑𝑢 + 𝑖 (mod 𝑛), 0 ≤ 𝑖 < 𝑑} 
(3)  

図 1に一般化 de Bruijn ダイグラフの例として Gb(8, 3)を示

す。 

次に Kautz ダイグラフ𝐾(𝑑, 𝑘)の定義を式(4)として与える。 

 

{
 
 

 
 𝑉(𝐾(𝑑, 𝑘)) = {𝑎𝑘𝑎𝑘−1⋯𝑎1 |

𝑎𝑖 ∈ ℤ𝑑+1, 𝑘 ≥ 𝑖 ≥ 1,
𝑎𝑗+1 ≠ 𝑎𝑗 , 𝑘 − 1 ≥ 𝑗 ≥ 1 

}

𝐴(𝐾(𝑑, 𝑘)) = {(𝑎𝑘𝑎𝑘−1⋯𝑎1, 𝑎𝑘−1𝑎𝑘−2⋯𝑎1𝑥)|
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑑, 𝑥 ≠ 𝑎1}

 (4)  

 

図 2 Gk(8,3) 

 

この定義も数字のシフトによって定義されている。一般化

de bruijn ダイグラフのときと同様に合同式の定義に置き換

え頂点数を一般の n とする。一般化 Kautz ダイグラフ

Gk(n,d)の定義は以下のとおりである。図 2 は一般化 Kautz 

ダイグラフ Gk(8, 3)である。 

 
{

𝑉(𝐺𝑘(𝑛, 𝑑)) = {0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1}

𝐴(𝐺𝑘(𝑛, 𝑑)) = {
(𝑢, 𝑣)|𝑣 ≡ −𝑑𝑢 − 𝑖 (mod 𝑛),

 0 < 𝑖 ≤ 𝑑
} 

(5)  

式(3)の頂点の隣接関係をあらわす合同式を式(6)ように拡

張する。式(5)の合同式についても式(7)のように同様に拡

張する。 

 𝑣 ≡ 𝑑𝑢 + 𝑘 + 𝑖 (mod 𝑛), 0 ≤ 𝑖 < 𝑑 (6)  

 𝑣 ≡ −𝑑𝑢 − 𝑘 − 𝑖 (mod 𝑛), 0 < 𝑖 ≤ 𝑑 (7)  

ここで、k は固定した整数である。一般化 de Bruijn ダイグ

ラフを拡張したダイグラフを GB(n,d,k) とあらわし、一般

Kautzダイグラフを拡張したダイグラフを GK(n,d,k) とあら

わすことにする。この GB(n,d,k) と GK(n,d,k)の定義を明確

に与えるとそれぞれ、 

 
{

𝑉(𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)) = {0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1}

𝐴(𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)) = {
(𝑢, 𝑣)|𝑣 ≡ 𝑑𝑢 + 𝑘 + 𝑖 (mod 𝑛),

 0 ≤ 𝑖 < 𝑑
} 

(8)  

 
{

𝑉(𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)) = {0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1}

𝐴(𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)) = {
(𝑢, 𝑣)|𝑣 ≡ −𝑑𝑢 − 𝑘 − 𝑖 (mod 𝑛),

 0 < 𝑖 ≤ 𝑑
} 

(9)  

となる。この GB(n,d,k)において k=0 とすると一般化 de 

Bruijnダイグラフ Gb(n,d)となり、GK(n,d,k)において k=0と

すると一般化 Kautzダイグラフ Gk(n,d)となる。図 3に例と

して GB(8, 3, 1) を示す。図 1、3より Gb(8,3)= GB(8,3,0)と

GB(8,3,1)では自己ループの数が異なることから明らかに同

型ではない。GB(n,d,k)が一般化 de Bruijn ダイグラフを真に
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含む拡張されたクラスであることがわかる。同様に図 2 は

Gk(8,3)であり、これは拡張された一般化 Kautz ダイグラフ

では GK(8,3,0)である。図４は GK(8,3,1)である。この場合

も自己ループの数が異なるので Gk(8,3)= GK(8,3,0)と

GK(8,3,1)が同型でないことがわかる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 3 GB(8,3,1) 

 

図 4 GK(8,3,1) 

 

GB(n,d,k)と GK(n,d,k)を含むクラスは Du らによって提案さ

れている。そのクラスは consecutive-d ダイグラフ G(d, n, q, 

r)であり、定義は以下のとおりである[6, 7]。 

 
{

𝑉(𝐺(𝑑, 𝑛, 𝑞, 𝑟)) = {0,1,2,⋯ , 𝑛 − 1}

𝐴(𝐺(𝑑, 𝑛, 𝑞, 𝑟)) = {
(𝑢, 𝑣)|𝑣 ≡ 𝑞𝑢 + 𝑟 + 𝑖 (mod 𝑛),

 0 ≤ 𝑖 < 𝑑
} 

(10)  

式(10)より consecutive-d ダイグラフは GB(n,d,k)と GK(n,d,k)

を 含 ん だ 概 念 で あ る こ と が わ か る 。 𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)

は𝐺(𝑑, 𝑛, 𝑑, 𝑘)であり、𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)は𝐺(𝑑, 𝑛, −𝑑,−𝑑 − 𝑘) であ

る。 

3. ダイグラフ GB(n,d,k) 、GK(n,d,k) の同型性 

この章では GB(n,d,k)と GK(n,d,k)の同型性についてそれ

ぞれ考察する。 

3.1 ダイグラフ GB(n,d,k) の同型性 

前章で導入したダイグラフ GB(n,d,k) について k の値に

よって一般化 de Bruijn ダイグラフと同型になる場合がある。 

補題 1 gcd(n, d-1)=1ならば任意の k, k’ に対して GB(n, d, k)

と GB(n, d, k’) は同型である。 

証明 gcd(n, d-1)=1のとき GB(n, d, k)が Gb(n,d)と同型であ

ることを示せばよい。そのためには GB(n, d, k)においてあ

る頂点 x が存在して 

𝑑𝑥 + 𝑘 ≡ 𝑥  (mod  𝑛) 

を満たすことを示す。上式より 

 (𝑑 − 1)𝑥 + 𝑘 ≡ 0  (mod 𝑛) (11)  

今、gcd(n, d-1)=1 より合同式の性質から式(11)を満たす𝑥 =

αがただ一つ存在する。よって u∈V(Gb(n,d))に対して写像

ϕ(𝑢) = 𝑢 + α は Gb(n,d)から GB(n, d, k)への同型写像となっ

ている。                       ■ 

補題 2 gcd(n, d-1)=g≠1かつ g|kならば, GB(n, d, k) と 

Gb(n, d) は同型である。 

証明 gcd(n, d-1)=gかつ g|kならば GB(n, d, k)においてある

頂点 x が存在して 

 (𝑑 − 1)𝑥 + 𝑘 ≡ 0  (mod 𝑛) (12)  

を満たす𝑥 = α が存在する。このとき、u∈V(Gb(n,d))に対

して写像ϕ(𝑢) = 𝑢 + α  は Gb(n,d)から GB(n, d, k)への同型

写像となっている。                ■ 

補題 3 gcd(n, d-1)=g≠1かつ k≡k’ (mod g) ならば,  

GB(n, d, k) と GB(n, d, k’)  は同型である。 

証明 GB(n, d, k) と GB(n, d, k’) について 0≤k< g かつ

g≤k’ <2gとする。補題 2 より GB(n, d, 0) と GB(n, d, g)は同

型である。このときの GB(n, d, 0)から GB(n, d, g)への同型

写像は GB(n, d, k) から GB(n, d, k’) への同型写像となってい

る。同じ同型写像を用いて、j を整数とすると (𝑗 − 1)𝑔 ≤

𝑘 < 𝑗𝑔かつ jg≤k’ <(j+1)g に対しても同型であることが成り

立つ。                         ■  

補題 2、3 について例を挙げる。補題 2 について GB(12, 4, 

3) は GB(12, 4, 0) の頂点 u に対してϕ(𝑢) = 𝑢 + 3 

(mod 12) とするとϕ は GB(12, 4, 0)から GB(12, 4, 3) への同

型写像になっている。GB(12, 4, 0) において頂点 uから隣接

する頂点は𝑂(𝑢) = {4𝑢, 4𝑢 + 1, 4𝑢 + 2, 4𝑢 + 3}となる。た

だし、頂点の値は 12 を法とする。一方、ϕ(𝑢)から隣接す

る 頂 点 は 𝑂(ϕ(𝑢)) = {4(𝑢 + 3), 4(𝑢 + 3) + 1, 4(𝑢 + 3) +

2, 4(𝑢 + 3) + 3}となっている。補題 3 についても、このϕ 

を GB(12, 4, 1) に用いるとϕ(𝐺𝐵(12,4,1)) ≅ 𝐺𝐵(12,4,4) であ

り、ϕ(𝐺𝐵(12,4,4)) ≅ 𝐺𝐵(12,4,7)であることがわかる。一

般にϕ(𝐺𝐵(12,4, 𝑘)) ≅ 𝐺𝐵(12,4, 𝑘 + 3)であることがわかる。 
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3.2 ダイグラフ GK(n,d,k) の同型性 

ダイグラフ GK(n,d,k) が kの値によって一般化 kautz ダイ

グラフと同型になる場合について考える。 

補題 4 gcd(n, d+1)=1ならば任意の k, k’ に対して GK(n, d, k)

と GK(n, d, k’) は同型である。 

証明 gcd(n, d+1)=1のとき GK(n, d, k) が Gk(n,d)と同型であ

ることを示せばよい。そのためには GK(n, d, k)においてあ

る頂点 x が存在して 

 (𝑑 + 1)𝑥 + 𝑘 ≡ 0  (mod 𝑛) (13)  

を満たすことを示す。補題 4 と同様に、gcd(n, d+1)=1 より

式(13)を満たす𝑥 = α がただ一つ存在する。このとき、写

像ϕ(𝑢) = 𝑢 + α は Gk(n,d)から GK(n, d, k)への同型写像とな

っている。                    ■ 

補題 5 gcd(n, d+1)=g≠1かつ g|kならば, GK(n, d, k) と 

Gk(n, d) は同型である。               

証明 補題 2 と同様に示せる。gcd(n, d+1)=g かつ g|k なら

ば GK(n, d, k)においてある頂点 x が存在して 

 (𝑑 + 1)𝑥 + 𝑘 ≡ 0  (mod 𝑛) (14)  

を満たす𝑥 = α が存在する。このとき、u∈V(Gk(n,d))に対

して写像ϕ(𝑢) = 𝑢 + α  は Gk(n,d)から GK(n, d, k)への同型

写像となっている。                ■ 

補題 6 gcd(n, d+1)=g≠1かつ k≡k’ (mod g) ならば,  

GK(n, d, k) と GK(n, d, k’)  は同型である。                            

証明は補題 3と同様である。            ■ 

補題 5、6 についても例を挙げる。補題 5 について GK(12, 

3, 4) は GK(12, 3, 0) の頂点 u に対してϕ(𝑢) = 𝑢 + 5 

(mod 12) とするとϕ は GK(12, 3, 0)から GK(12, 3, 4) への同

型写像になっている。補題 6 について、ϕ(𝑢) = 𝑢 + 5 

(mod 12)を GK(12, 3, 1) に用いると GK(12, 3, 5)への同型写

像になっていることがわかる。さらにϕ を GK(12, 3, 5) に

用いると GK(12, 3, 9)への同型写像になっていることがわか

る。さらに、ϕ を GK(12, 3, 2) に用いると GK(12, 3, 6)への

同型写像になっていることがわかる。さらにϕ を GK(12, 3, 

6) に用いると GK(12, 3, 10)への同型写像になっていること

がわかる。 

4. GB(n,d,k) と GK(n,d,k)の支配数 

それぞれのダイグラフの支配数について述べる前に、両方

に共通して成り立つ性質がある。ダイグラフ G を d-正則な

ダイグラフとする。このとき最小支配集合 dom(G)が

solutionをもつため条件として d+1|nが挙げられる。さらに

支配数に関して 

γ(𝐺) + 𝑑γ(𝐺) ≥n 

である。よって、次が成り立つ。 

補題 7  γ(𝐺) ≥ ⌈
𝑛

𝑑+1
⌉                                                            ■ 

また、γ(𝐺) − 1 + 𝑑(γ(𝐺) − 1) < 𝑛 

である。よって、 

補題 8  γ(𝐺) ≤ ⌊
𝑛

𝑑+1
⌋ + 1                                                           ■ 

を得る。 

補題 7, 8より 

定理 1  𝑑 + 1|𝑛 でないならば 

γ(𝐺) = ⌈
𝑛

𝑑 + 1
⌉ 

であり、𝐺 は solutionをもたない。                                      ■ 

4.1 GB(n,d,k) の支配数 

𝑑 + 1|𝑛 のときγ(𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)) は
𝑛

𝑑+1
 または

𝑛

𝑑+1
+ 1 のいずれ

かとなる。以下、𝑑 + 1|𝑛 について考える。 

定理 2  𝑑 + 1|𝑛 かつ(d+1)k=n ならば 

γ(𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)) =
𝑛

𝑑 + 1
 

であり、𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘) は solutionをもつ。 

証明 頂点の部分集合𝑆 = {0,1,2,⋯ , 𝑘 − 1} を考える。この

とき𝑂(𝑆) = {𝑘, 𝑘 + 1,⋯ , 𝑘 + 𝑑 − 1, 𝑘 + 𝑑, 𝑘 + 𝑑 + 1,⋯ , 𝑘 +

2𝑑 − 1, 𝑘 + 2𝑑, 𝑘 + 2𝑑 + 1,⋯ , 𝑘 + 3𝑑 − 1,⋯ , 𝑘 +

𝑑(𝑘 − 1), 𝑘 + 𝑑(𝑘 − 1) + 1,⋯ , 𝑘 + 𝑑(𝑘 − 1) + 𝑑 − 1}である。

ただし、𝑂(𝑆) の各頂点は𝑛を法とする。よって Sは独立な

支配集合となっている。                               ■ 

定理 2と補題 3より次が成り立つ。 

系 1  (d+1)k=n 、gcd(n, d-1)=g≠1 とする。このとき k≡k’ 

(mod g) なる k’について 

γ(𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘′)) =
𝑛

𝑑 + 1
 

であり、𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘′) は solutionをもつ。                       ■ 

𝐺𝐵(12,3,3) は定理 2より頂点集合 S={0,1,2}を考えると

𝑂(𝑆) = {3,4,5,6,7,8,9,10,11} となっており、{0,1,2}が

solutionとなっている。𝐺𝐵(12,3,1)についても系 1より

solutionが存在する。実際、頂点集合 S={1,2, 3}に対して

𝑂(𝑆) = {4,5,6,7,8,9,10,11,0} となっており、Sは solutionで

ある。 

4.2 GK(n,d,k) の支配数 

GK(n,d,k) について考える。𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘) と同様に定理 1より

𝑑 + 1|𝑛 のときγ(𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)) は
𝑛

𝑑+1
 または

𝑛

𝑑+1
+ 1 のいずれ

かとなる。γ(𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 0)) については次のことが[11]で示さ

れている。 

定理 3[11] γ(𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 0)) = ⌈
𝑛

𝑑+1
⌉ 

以下、𝑑 + 1|𝑛 について考える。定理 3 から次が得られる。 

系 2 𝑑 + 1|𝑛 ならばγ(𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 0)) =
𝑛

𝑑+1
であり、𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 0) 

は solutionをもつ。 

証明 𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 0)の頂点集合 𝑆 = {0,1,2,⋯ ,
𝑛

𝑑+1
− 1} を考える。

このとき 𝑆 の outsetは𝑂(𝑆) = {𝑛 − 1, 𝑛 − 2,⋯ , 𝑛 − 𝑑, 𝑛 −
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𝑑 − 1, 𝑛 − 𝑑 − 2,⋯ , 𝑛 − 2𝑑,⋯ , 𝑛 − 𝑑 (
𝑛

𝑑+1
− 1) − 1, 𝑛 −

𝑑 (
𝑛

𝑑+1
− 1) − 2,⋯ , 𝑛 − 𝑑 (

𝑛

𝑑+1
− 1) − 𝑑} となる。よって S

は独立な支配集合となっており、solutionである。 

図 5 Gb(12,4)=GB (12,4,0) 

 

 

補題 5 と系 2より、次の定理が成り立つ。 

定理 4 𝑑 + 1|𝑛 かつ d+1|k ならば, γ(𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)) =
𝑛

𝑑+1
 であ

り、𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘) は solutionをもつ。         ■ 

5. まとめと今後の課題 

本論文では一般化 de Bruijnダイグラフと一般化 Kautz ダ

イグラフをそれぞれ拡張した𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘) と𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)を導

図 6 Gb(12,4,1) 

入し、そのいくつかの性質について考察した。𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)

が𝐺𝑏(𝑛, 𝑑) と同型となる条件、𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)が𝐺𝑘(𝑛, 𝑑) と同

型となる条件について述べた。また、𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)  と

𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)の支配数についても考察した。𝑑 + 1|𝑛 の場合に

ついてそれぞれのダイグラフに対して solution をもつ条件

を示した。 

 

図 7 Gb(12,4,1) 

 

今後の課題として以下が挙げられる。まず、𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘) 、

𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)の同型性ついては完全にはわかっていない。こ

れについては例えば𝐺𝑏(𝑛, 𝑑)  と同型でない𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)と

𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘′) が同型となるための条件は何かという問題が考

えられる。具体的な例を挙げると𝐺𝐵(12,4,1)と𝐺𝐵(12,4,2)

はそれぞれ𝐺𝑏(12,4) と非同型である(図 5、6、7 参照)。ま

た、補題 3からは 𝐺𝐵(12,4,1) と𝐺𝐵(12,4,2) が同型であるか

はわからない。しかし、実際にはこれら二つのダイグラフ

は同型である。実際に𝐺𝐵(12,4,1) から𝐺𝐵(12,4,2) への写像

ϕ を ϕ(0) = 9、ϕ(1) = 5、ϕ(2) = 4、ϕ(3) = 3、ϕ(4) =

2、ϕ(5) = 1、ϕ(6) = 0、ϕ(7) = 11、ϕ(8) = 10、ϕ(9) =

6、ϕ(10) = 8、ϕ(11) = 7とするとϕ は同型写像となって

いる。 

 支配数について𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘)の同型性についてわかれば、

支配数をすべての n、d、k に対して求めることができる。

また、グラフと異なりダイグラフでは支配集合のほかに

absorbantや kernelといった概念がある。一般化 de Bruijnダ

イグラフの absorbant については Shan ら[13]の研究がある。

一般化 de Bruijn ダイグラフで行われた様々な研究を

𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘) および 𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘) において行うことでより拡張

した結果が得られるのではないかと考えている。 

𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘) および 𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘) を拡張した概念として Du

らの提案した consecutive-d ダイグラフがあることを述べた。

さらに consecutive-d ダイグラフに対しても𝐺𝐵(𝑛, 𝑑, 𝑘) およ

び 𝐺𝐾(𝑛, 𝑑, 𝑘)での結果が応用できるのではないかと思われ

る。 
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