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1.はじめに

ボロノイ図は，ある空間上に任意に配置された複数
個の母点に対し，その空間上で定義された距離に基づ
いて，各々の母点から近い領域で塗り分けられた領域
分割図であり，キタキツネの縄張りや亀の甲羅の模様
など，自然界ではしばしば観測される一般的な図であ
る．ボロノイ図は，様々な分野で利用されており，様々
な距離空間でのボロノイ図が定義されており，それら
の作図手法も多数提案されている．ボロノイ図は連続
空間におけるものと，離散空間におけるものに大別さ
れる．本研究では，離散空間上で定義された離散ボロ
ノイ図を対象とする．ボロノイ図は，ユークリッド距
離に基づいたものが一般的であるが，マンハッタン距
離や最大値距離に基づいた，非ユークリッド距離で定
義されたボロノイ図や，母点の勢力範囲に重みを付け
た重み付きボロノイ図，空間上の障害物への迂回路を
考慮した結晶成長ボロノイ図など，様々なものが定義
されている．また，これらのボロノイ図を拡張した定
義として，複数個の母点からの距離を考慮した高位ボ
ロノイ図も定義されている．一般に，ボロノイ図は母
点からの距離が近い点をその母点の領域とするが，そ
れとは反対に，母点から最も遠い点をその母点の領域
とする領域分割図も考えることができる．このような
領域分割図は最遠点ボロノイ図と呼ばれる．最遠点ボ
ロノイ図は，全ての母点の重みが等しい場合，母点群
を囲む凸包の頂点となる母点のみが領域を持ち，凸包
の内部の母点については，領域は存在しない．全ての
母点の重みが等しい場合の最遠点ボロノイ図について
は，逐次添加法による作図手法が提案されている．し
かし，乗法重み付きボロノイなど，各々の母点の拡大
速度が異なるボロノイ図に対しては，未だ有効な作図
手法は提案されていない．離散ボロノイ図の作図手法
として，渡辺らによって波面法が提案されている．波面
法は予め作成された距離表に基づき，母点の領域を同
心円状に拡大して求める手法であり，母点の数に依存
せず，高速にボロノイ図を作図することができる．本
稿では，ユークリッド距離の逆数を距離とした距離表
を作成することにより，ユークリッド空間における最
遠点ボロノイ図を作成する．さらに，複数の重みに基
づく距離表を用いることにより，乗法重み付きボロノ
イ図および乗法重み付き最遠点ボロノイ図を作図する
手法について提案する．また，全探索法と提案手法の
作図結果の比較を行い，新しい作図手法の有用性を検
証する．
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2.ボロノイ図の概要

ボロノイ図とは空間上の点がどの母点に属するかを
表した領域分割図である．ユークリッド距離に基づい
て領域分割するものが一般的であるが，マンハッタン
距離，最大値距離など様々な距離定義に基づくボロノ
イ図も存在する.．ユークリッド距離に基づいた一般的
なボロノイ図の場合，ボロノイ領域の境界は母点同士
の垂直二等分線で分けた図になる． 図 1にユークリッ
ド距離に基づいたボロノイ図の一例を示す． d(p，pi)
を母点 piと空間上の任意の点 pとの距離とすると，母
点 pi のボロノイ領域 V (pi)は，次の式で定義される．

V (pi) = {p ∈ Rk|d(p，pi) < d(p，pj)}，i ̸= j (1)

例えば，図 1で母点をコンビニとすると，真ん中の
コンビニが一番近い領域は黄緑色で塗られた領域に属
する．このように商業施設の配置などにも用いられる．

図 1: ボロノイ図

次に本研究に関するボロノイ図の種類と作図手法に
ついて述べる．
高位ボロノイ図は，最も近い複数の母点によって領
域を分割した図である．母点が n個あったとき 1から
n位の高位ボロノイ図まで作図することができる．例
えば，3位の高位ボロノイ図は，1，2，3番目に近い母
点を求め，それらの組み合わせが同じものを領域とし
たものである．また，組み合わせでなく順序別に領域
を分けたものも高位ボロノイ図の概念に含まれる．母
点の集合 S としたとき，順序なし高位ボロノイ図は以
下のような式で定義される.ただし，この式は 3位のボ
ロノイ図における式である．

V (i，j，k) = {p ∈ Rk|d(p，pi) ≤ d(p，ps);

d(p，pj) ≤ d(p，ps); d(p，pk) ≤ d(p，ps);

s ∈ S; s ̸= i，j，k} (2)
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この式では，3位の高位ボロノイ領域 Vi，j，kは i番
目，j番目，k番目の三つの母点を最近傍とする点の集
合であることを示している．k 位ボロノイ図について
も同様に定義できる．
乗法重み付きボロノイ図は，母点に影響力の差があ
るボロノイ図である．例えば，消防署を母点としたとき
に規模の大きさによってそれぞれ受け持つ領域には差
がある．そのような場合に母点に重みをつけることで
どの消防署が対応するかの区域分けすることができる．
重みを vi としたときに，母点 Pi と任意の点 pの距
離は次の式のようになる．

1

vi
d(P，Pi) (3)

この式を一般的なボロノイ図に当てはめることで乗
法重み付きボロノイ図を作図することができる．
図 2は，母点にそれぞれ重みを付けたものである．上
の母点は 5，左の母点は 3，右は 1というように重みを
付けている．見ればわかるように重みが大きいほど，そ
の母点が持つ領域が大きいことがわかる．

図 2: 乗法重み付きボロノイ図

ボロノイ図は「平面上のすべての点がどの母点に近
いのかを示した領域図」である．それに対して，本研
究で扱う最遠点ボロノイ図は「平面上のすべての点が
他の母点より遠い領域を示した領域図」となる．
図 3 は母点 3つにおけるボロノイ図であり，母点 1
における領域は母点 2と 3より母点 1に近い赤の領域
である．図 4は母点 3つにおける最遠点ボロノイ図で
あり，母点 1における領域は母点 2と母点 3より母点
1が遠い赤の領域である．母点 2，3も同様に分かれて
いる．

図 3: ボロノイ図

図 4: 最遠点ボロノイ図

ボロノイ図の作図手法について説明する．代表的な
作図手法を挙げる．
・全探索法
母点とすべての点との距離を比較してどの母点に属
するかで領域分けを行う方法．
・波面法
距離表を用いて母点から波面のように領域を広げて
描く方法．
・逐次添加法
3つの母点からなるボロノイ図に逐次，母点を追加
して描く方法．

3.最遠点ボロノイ図の作図手法

提案手法の前に波面法について述べる．波面法とは
距離表を用いて母点から同心円状に領域を拡大させて
作図する方法である．領域同士ぶつかるところが境界
となる．
ここでいう距離表とは x座標の 2乗と y座標の２乗
を足した距離Distの値が小さい順に並べた表のことで
ある．条件は x ≥ yである．

図 5: 距離表

また，最遠点ボロノイ図と高位ボロノイ図の関係に
ついて述べる．母点 n個のとき，最遠点ボロノイ図と
n-1位の高位ボロノイ図は境界線が同じという特徴が
ある．これは図 6である母点 3つの最遠点ボロノイ図
の母点 2と母点 3より母点 1が遠い赤の領域は，図 7
である母点 3つにおける 2位ボロノイ図 (n-1位ボロノ
イ図)の母点 2と母点 3に同時に近い領域と等しいと
いうことである．他の領域に関しても同様である．
上記より n-1位ボロノイ図を作図することで最遠点
ボロノイ図を作図することが可能である．また，波面
法を使うことで乗法重み付きにも対応した作図も可能
だと考える．
ボロノイ図を作図する際，波面法の距離表を用いて
母点から同心円状に領域を拡大し，ぶつかったところ
が境界線としたが，n-1位ボロノイ図の場合，ぶつかっ
たあともそのまま拡大を続けることで作図する継続波
面法を提案する．
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図 6: 最遠点ボロノイ図

図 7: 母点 3つにおける 2位ボロノイ図

4.実験結果

前章で提案した方法を比較する方法として，全探索
法を用いる．全探索法については第 2章で述べたが，母
点とすべての点との距離を比較してどの母点に属する
かで領域分けを行う手法である．この手法は最遠点ボ
ロノイ図も作図することが可能であり，真値として用
いることができる．
全探索法と提案手法を比較することで提案手法の有
用性を計る．方法としてはボロノイ図を表示する際の
画面の画素ごとに属する母点番号を付ける．全探索法
と提案手法で同じ位置の画素の番号を比較する．全画
素数の中で一致した画素数を計算し，次式のように一
致率によって評価を行う．

一致率 (%)
番号の一致した画素数

全画素数
× 100 (4)

図 8: 全探索法の一部

継続波面法は距離表を使った波面法で領域を拡大さ

せて，ぶつかったあとも続けて拡大させていく方法で
作図を行う．
重みなしで全探索法と比較を行った結果，一致率は

99.8%と高い結果が得られた．しかし，重み (上：1，左
下：2，右下：2)で全探索法と比較を行った結果，一致
率は 72.9%となり，誤差が大きいことがわかる．

図 9: 全探索法（重みなし）

図 10: 継続波面法（重みなし）

図 11: 全探索法（重みあり）

図 12: 継続波面法 (重みあり)
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5.改善

継続波面法の結果を全探索法に近づけるためには距
離表を改善する必要があると考えられる．改善前の距
離表は図 13のようになっており，赤のラインごとに一
つずつ読み込んで領域を拡大させていた．

図 13: 改善前の距離表

しかし，この距離表では重みを付けた際に隣接する
要素間の距離の差は要素の位置により異なる．そこで，
図 14のように各々の母点の重みを考慮した距離表を用
意し，そこからさらに図 15のように新しい距離表を作
成する．ここで作成される距離表には，従来の距離表
の要素である離散店の座標と距離に加え，距離の重み
を要素として持つ．距離表を読み込み，母点の領域を
塗りつぶす際に，この距離の重みと同じ重みを持つ母
点だけ，領域を塗りつぶしていく．これにより，乗法重
み付きボロノイ図を作図することができる．また、継
続波面法ではなく，距離表を降順に読み込み，領域を
塗りつぶすことにより，乗法重み付き最遠点ボロノイ
図を作図することができる．

図 14: 重みを要素とした距離表

図 15: 新しい距離表

改善した距離表を用いて最遠点ボロノイ図の作図を
行った．重みを付けずに全探索法と比較を行った結果，
一致率は 99.9%と高い結果が得られた．また，重み (上：
2，左下：1，右下：1)で全探索と比較を行った結果，一
致率は 99.9%とどちらも 99.9%以上という結果が得ら
れた．

図 16: 改善した降順波面法（重みなし）

図 17: 改善した降順波面法（重みあり）

6.本研究の結論

本研究では，最遠点ボロノイ図の新しい作図手法を
二つ提案し，実験を行い，既存の全探索法に 99.9%以
上一致させた. また，乗法重み付きにも対応を可能と
した．
今後の課題として，境界線の歪みが挙げられる．図

17だと分かりにくいが，図 18境界線だけ色を塗ると歪
みがあることがわかる．これは母点ごとに距離表を読
み込む優先度によるものである．また，様々なパター
ンによる一致率の検証，全探索法と新しい作図手法の
作図時間比較が今後の課題である．

図 18: 境界線の歪み
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