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1 はじめに

正整数 k に対して，k 次元立方体グラフ Qk を k 次

元ユークリッド空間上の各座標の値が 0 または 1 であ

る 2k 個の点からなる集合 V (Qk) = {0, 1}k を点集合と
し，2点 v と w の距離が丁度 1 であることが v と w

を結ぶ辺が存在するための必要十分条件であるものとし

て定義する．k 次元立方体グラフを総称して多次元立方

体グラフと呼ぶ．V (Qk) の部分集合 S による誘導部分

グラフの点 v が Qk において S 以外の点と隣接してい

ないとき v は S の内点と呼ぶ．さらに，S の内点すべ

てからなる集合を S の内点集合と呼び，I(S) で表す．
与えられた k, n に対して Qk の n 個の 点からなる集合

(V (Qk) の n 集合) S でその内点数 |I(S)| が V (Qk) の

n 集合の内点数の最大値であるものを Qk の n 点内点

集合最大化集合と呼び，その内点数を ek(n) で表す．

著者らにより ek(n) を表す二項係数の総和を使った

数式が得られている [1]．その証明の概略は，次のとお

りである．先ず，ek(n) が満たす必要がある再帰不等式

R(ek(n)) を導き，R(ek(n)) の中の不等号を等号に置き

換え，さらに，関数名を e から f に変えて得られる再

帰方程式 R′(fk(n)) により ek(n) ≦ fk(n) を満たす関数

fk(n)を定義する．次に，Qk の n点内点集合最大化集合

の候補 Ak(n)を定義し，二項係数の総和を使った数式で

表され，かつ，任意の k, nについて gk(n) ≦ |I(Ak(n))|
を満たす関数 gk(n) を定義する．最後に，gk(n) が再帰

方程式 R′(gk(n)) を満たすことを証明することにより，

任意の k, n について

gk(n) = |I(Ak(n))| = ek(n) = fk(n) (1)

が成り立つことを証明する．

上に述べた最後の証明で，gk(n) = |I(Ak(n))| が成り
立つことと Ak(n) による Qk の誘導部分グラフの性質
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を使っている．この部分は，gk(n) を表す数式に基づい

た代数的計算のみにより再帰方程式 R′(gk(n)) が成り立

つことを導くのが望ましい．今回の報告では，従来の証

明で使われていた補題を使って再帰方程式 R′(gk(n)) が

成り立つことを導けることを述べる．

2 準備

この節では，文献 [1]に沿った形で定義，表記法，及

び基本的命題を述べる．∑k
i=1 xk = m を満たす Qk の点 (x1, x2, . . . , xk) す

べてからなる集合を Qk の第 m層と呼び， Wk(m) で

表す．

命題 1 任意の正整数 m, n について，n を m 二項係数

表現と呼ぶ次の形に一意に表すことができる．

n =

(
am
m

)
+

(
am−1

m− 1

)
+ · · ·+

(
at
t

)
(2)

但し，t, am, am−1, . . . , at は，am > am−1 > · · · > at ≧
t ≧ 1 を満たす整数であり，各 ai を i 次の係数と呼ぶ．

命題 2 任意の正整数 k, m, m ≦ k について，次に定義

する写像 ρk,m : {0, 1, . . . ,
(
k
m

)
− 1} → Wk(m) は，全単

射であり，かつ，Wk(m) の要素 x = (x1, x2, . . . , xk) を

第 1成分が最下位，かつ，第 k成分が最上位である 2進

数
∑k

i=1 2
i−1xi と見なしたとき単調増加である．

ρk,m(x) = (y1, y2, . . . , yk) とおいたとき，

yi = 1 ⇔ i ∈ {am+1, am−1+1, . . . , at+1, t−1, t−2, . . . , 1}

ただし，各 ai は x の m 二項係数表現における i 次の

係数であり，t− 1, t− 2, . . . , 1 の部分は，t = 1 のとき

は省く．

正整数 n の m 二項係数表現を n =
(
am

m

)
+

(
am−1

m−1

)
+

· · ·+
(
at

t

)
とおく. n に

(
am

m−1

)
+
(
am−1

m−2

)
+ · · ·+

(
at

t−1

)
を

対応させる関数をm を基底とする K関数と呼び, n に

対する関数値を Km(n) で表す. 形式的に, 任意の非負

整数 m に対して K0(m) = Km(0) = 0 と定義する.
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命題 3 k, m を正整数とし，x = (x1, x2, . . . , xk) ∈
Wk(m) とする．さらに，i0 = min{i | xi = 1} とお
き，第 i 成分だけが 1 で他の成分がすべて 0 である

Wk(m) の要素を Ik(i) で表す．このとき次が成り立つ．

ρk,m−1(Km(ρ−1
k,m(x) + 1)− 1) = x− Ik(i0)

k, n を n < 2k を満たす正整数とし，n =(∑m
i=0

(
k
i

))
− d，0 ≦ d <

(
k
m

)
，とおく．このとき，

V (Qk)の n部分集合 Ak(n)をAk(n) = (
∪m

i=0 Wk(i))−
{ρk,m(0), ρk,m(1), . . . , ρk,m(d − 1)} により定義し，関
数 gk : {0, 1, . . . , 2n} → Z を gk(n) =

(∑m−1
i=0

(
k
i

))
−

Km(d), gk(0) = 0, gk(2
k) = 2k により定義する．これ

らの定義と命題 1, 2, 3 より，n < 2k を満たす任意の正

整数 k, n について次が成り立つ．

gk(n) ≦ |I(Ak(n))| (3)

3 内点数の最大値

この節では，1 節で述べた再帰不等式 R(ek(n)) の提

示と再帰方程式 R′(fk(n)) の解 fk(n) の導出を述べ，最

後に R′(gk(n)) が成り立つことを証明する．

n < 2k を満たす任意の正整数 k, n について ek(n) は

次の再帰不等式を満たさなくてはならない．

ek(n) ≦ max
α(k,n)≦i≦n/2

(ek−1(i)+min{ek−1(n−i), i}) (4)

ただし，α(k, n) = max{0, n − 2k−1} である．さらに，
e0(0) = ek(0) = 0 及び ek(2

k) = 2k が成り立つ．再帰

不等式 (4) は，Qk の n 点内点集合最大化集合 S を第

1成分が 0 である要素からなる集合 S0 と 1 である要素

からなる集合 S1 に 2分割し，i = min{|S0|, |S1|} とお
くことにより導かれる．さらに，f0(0) = fk(0) = 0 及

び fk(2
k) = 2k 及び

fk(n) = max
α(k,n)≦i≦n/2

(fk−1(i) + min{fk−1(n− i), i})

(5)

で定義される関数 fk(n) は，ek(n) ≦ fk(n) を満たす．

次に，非負整数 m が存在して式 (5) の 3箇所の f を

g に置き換えて得られる再帰方程式が成り立つことを，

gk(n) = gk−1(imax) + gk−1(n− imax) (6)

が成り立つことに帰着させ，証明する．ただし，imax は，

α(k, n) ≦ i ≦ n/2 の範囲で gk−1(i) + gk−1(n− i) を最

大にする i である．

命題 4 imax =
∑m

j=0

(
k
j

)
かつ n − imax ≦

∑m+1
j=0

(
k
j

)
，

または，n− imax =
∑m

j=0

(
k
j

)
かつ imax >

∑m−1
j=0

(
k
j

)
を

満たす非負整数 m 及び imax が存在する．

命題 4 は，次の一連の補題 [1]を使って導かれる．これ

らの命題は，数式に基づいた代数的計算のみにより証明

することができる．

補題 5 任意の正整数 m, ξ に対してKm(ξ) ≦ Km(ξ +

1) ≦ Km(ξ) + m − 1 が成り立つ. 左側の等号は, ξ の

m 二項係数表現が m 個の二項係数からなるとき, かつ

そのときに限り成り立つ.

補題 6 任意の正整数 m および ξ に対して, ξ ≦ m+ 1

ならばKm(ξ) =
∑ξ

i=1(m+ 1− i) = Km+1(ξ)− ξ が成

り立つ.

補題 7 m, n は m ≦ n を満たす正整数とし，x およ

び y は非負整数とする. このとき, Km(x) + Km(y) ≧
Km(x + y) および max{x, y} ≤

(
n
m

)
≦ x + y ならば

Km(x) + Km(y) ≧ Km

(
x+ y −

(
n
m

))
+

(
n

m−1

)
が成り

立つ.

補題 8 mを正整数とし, x, y を非負整数とする. このと

き, y ≦ Km(x) ならばKm(x) +Km−1(y) ≧ Km(x+ y)

が成り立つ.

補題 9 m を正整数とし, x, y を, 0 ≦ Km(x) < y ≦
Km(x+1)を満たす整数とする. このとき, d = y−Km(x)

とおけば, y+Km−1(y) = Km(x+ d)+Km−1(y− d) が

成り立つ.

4 おわりに

n < 2k を満たす任意の正整数 k, n について，Qk の

n 点内点集合最大化集合の内点集合による誘導部分グラ

フは，すべて同型であると予想する．
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