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1. はじめに 
確率ゲーム(stochastic game)は，有向グラフの各頂点に付

随した利得行列に従ったゲームを行い，グラフ上を確率的

に遷移する 2 人ゼロ和ゲームである．ゲームの状態は頂点

に置かれる 1 つのトークンで表される．各ステップでは，

トークンの置かれた頂点に付随する利得行列に従って二

人ゼロ和ゲームが実行され，2 人のプレイヤー1，2 にはそ

れぞれの行動に応じて利得が与えられる．ゲームの終了後，

トークンはある確率分布にしたがって，現在の頂点から隣

接する頂点に移動するが，この確率分布は両プレイヤーの

行動に依存して定まる．ゲームは無限回のステップに渡っ

て繰り返され，プレイヤー1は自身の割引総利得の最大化，

プレイヤー2 はプレイヤー1 の割引総利得の最小化を目的

とする．確率ゲームは Shapley [1] によって提案されたゲ

ームであり，均衡解の存在が示されている．これ以降，確

率ゲームの様々な拡張や変種が考えられ，それぞれのゲー

ムにおける均衡解の存在性の証明や，均衡解を求めるため

のアルゴリズムおよび計算困難性に関する研究が行なわ

れてきた． 

確率ゲームの特殊ケースの一つとして，トークンの移動

が 1 人のプレイヤーの行動のみに依存する，単独支配者確

率ゲーム(single controller stochastic game)が知られている．

一般の確率ゲームに対しては，均衡解を求める効率的なア

ルゴリズムが知られていないが，単独支配者確率ゲームは

線形計画問題として定式化できることが知られており [2]，

したがって内点法などの多項式時間アルゴリズムを用い

て効率的に均衡解を求めることができる．また，単独支配

者確率ゲームは巡回検査官問題などの実問題をモデル化

することができることから [3]，この特殊なゲームに対し

てさらに効率的なアルゴリズムを構築することは有用で

ある． 

本研究では，単独支配者確率ゲームに対するさらに効率

的なアルゴリズムの構築を目指し，その手がかりとして与

えられるグラフ構造がパスの場合について考える．また，

各頂点での行列ゲームおける行動数は 2 つに限定する．本

研究では，このような仮定の下で，均衡解がある種の線形

方程式系の解として与えられ，その解が漸化式を解くこと

で得られることを示す．その結果， 𝑂(𝑛)時間で均衡解を求

められることを証明する． 

 

2. パス上の確率ゲーム 
𝑛個の頂点𝑆 = {1, ⋯ , 𝑛}，および枝集合 

{(𝑠, 𝑠 − 1)|𝑠 = 2, 3, … , 𝑛}                                                   
∪ {(𝑠, 𝑠 + 1)|𝑠 = 1, 2, … , 𝑛 − 1} ∪ {(1, 1), (𝑛, 𝑛)} 

からなる有向グラフを考える（図 1 参照）．各頂点𝑠 ∈ 𝑆に

大きさ2 × 2の利得行列 

𝑀s = (
𝑚𝑠

1 𝑚𝑠
2

𝑚𝑠
3 𝑚𝑠

4) 

が与えられているとする．各頂点において各プレイヤーが

選ぶことのできる行動を 1, 2 の 2 つとし，それぞれ利得行

列𝑀𝑠の行番号および列番号に対応する．頂点𝑠でプレイヤ

ー1, 2 が行動 1 を選ぶ確率をそれぞれ𝑥𝑠 , 𝑦𝑠 ∈ [0,1]とする．

したがって，各プレイヤーが行動 2 を取る確率はそれぞれ

1 − 𝑥𝑠 , 1 − 𝑦𝑠となる．トークンの移動はプレイヤー2 の行

動のみに依存すると仮定する．プレイヤー2 が行動 1 を取

った場合は現在の頂点𝑠から 1 つ値の小さい頂点𝑠 − 1に，

行動 2 を取った場合は現在の頂点よりも 1 つ値の大きい

頂点𝑠 + 1に移動する．ただし，頂点1, 𝑛においてそれぞれ

行動 1，2 を取った場合は，その頂点にとどまるとする.  

 

 
図 1 ゲームで扱うグラフ 

 

 各ステップでは，両プレイヤーの行動の組に基づいて利

得が配分される．ステップ𝑡においてプレイヤー1 の得る

利得を𝑚𝑡とおく．すると，所与の割引率𝛽 ∈ [0,1]に対し，

プレイヤー1 の割引総利得は∑ 𝛽𝑡𝑚𝑡
∞
𝑡=0 と与えられる．プレ

イヤー1, 2 はそれぞれ，この値を最大化および最小化する

ように確率𝑥𝑠 , 𝑦𝑠を決定する.  

 本研究では，各頂点における利得行列𝑀sとして，任意の

実行列で与えられる場合と，その特殊ケースとして，𝑀sの

各成分𝑚𝑠
𝑖  (𝑖 ∈ {1, ⋯ ,4})が頂点番号𝑠をパラメータとする

線形関数𝑓𝑖(𝑠)により表現される場合を扱う． 

 

3. アルゴリズムの方針 
 一般の確率ゲームの均衡解は，動的計画法により計算で

きることが知られている（[4]などを参照）．最初のステッ

プにおけるゲームの後に，その後のゲームにおいてお互い

に最適な戦略がわかっている，つまり均衡解が既知である

と仮定する．この仮定は，最初のステップで両プレイヤー

が頂点𝑠で純行動の組(𝑧, 𝑤) (𝑧, 𝑤 ∈ {1,2})をとった場合, そ

のときの利得𝑚𝑧,𝑤に加えて，移動後の頂点𝑠′での均衡にお

ける割引利得𝛽𝑣𝑠′も得られることと同値である．したがっ

て，その純行動の組を用いた際の割引総利得は𝑚𝑧,𝑤 + 𝛽𝑣𝑠′

となる．各頂点における利得行列の各成分に対して，同様

の操作を行なったものを補助ゲームとよび，その利得行列

𝑀𝑠
′は以下の式で与えられる． 

𝑀𝑠
′ = (

𝑚𝑠
1 + 𝛽𝑣𝑠−1 𝑚𝑠

2 + 𝛽𝑣𝑠+1

𝑚𝑠
3 + 𝛽𝑣𝑠−1 𝑚𝑠

4 + 𝛽𝑣𝑠+1
) 

元のゲームの均衡解は各補助ゲームの均衡解であり，逆に

補助ゲームの均衡解は元のゲームの均衡解であることが

知られている [1]． 

本研究で扱うパス上の確率ゲームの場合には，頂点𝑠に
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おける補助ゲームの均衡解(𝑥𝑠 , 𝑦𝑠)を，隣接する頂点におけ

る補助ゲームの期待利得𝑣𝑠−1, 𝑣𝑠+1を用いて表すことがで

きる．それにより得られた均衡解を用いて，期待利得𝑣𝑠を

計算すると，𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛を変数とする線形方程式系が得られ

る．したがって，線形方程式系を解くことで均衡解が容易

に得られる．詳細については次節で説明する． 

 

4. パス上の確率ゲームに対するアルゴリズム 
 利得行列が 

𝑀 = (𝑚1 𝑚2

𝑚3 𝑚4) 

の場合の行列ゲームの均衡解(𝑥, 𝑦)は，𝑚1 − 𝑚2 − 𝑚3 +

𝑚4 ≠ 0ならば次の式により与えられる： 

𝑥 =
−𝑚3 + 𝑚4

𝑚1 − 𝑚2 − 𝑚3 + 𝑚4 ,     𝑦 =
−𝑚2 + 𝑚4

𝑚1 − 𝑚2 − 𝑚3 + 𝑚4. 

ここで，𝑥, 𝑦はプレイヤー1, 2 がそれぞれ行動 1 を選ぶ確

率を表す．また，均衡解におけるプレイヤー1 の期待利得

𝑣は，次の式により与えられる： 

    𝑣 = 𝑚1𝑥𝑦 + 𝑚2𝑥(1 − 𝑦) 

      +𝑚3(1 − 𝑥)𝑦 + 𝑚4(1 − 𝑥)(1 − 𝑦). 
これらの事実を用いて，パス上の確率ゲームの均衡解を計

算する． 

まず，各補助ゲームの均衡解(𝑥𝑠 , 𝑦𝑠)は，隣接する頂点に

おける補助ゲームの期待利得𝑣𝑠−1, 𝑣𝑠+1を用いて次の式で

与えられる： 

   𝑥1 =
𝑞1+𝛽(−𝑣1+𝑣2)

𝑝1
,  1 − 𝑥1 =

𝑟1+𝛽(𝑣1−𝑣2)

𝑝1
, 

   𝑦1 =
−𝑚1

2+𝑚1
4

𝑝1
,    1 − 𝑦1 =

𝑚1
1−𝑚1

3

𝑝1
, 

   𝑥𝑠 =
𝑞𝑠+𝛽(−𝑣𝑠−1+𝑣𝑠+1)

𝑝𝑠
, 1 − 𝑥𝑠 =

𝑟1+𝛽(𝑣𝑠−1−𝑣𝑠+1)

𝑝𝑠
, 

   𝑦𝑠 =
−𝑚𝑠

2+𝑚𝑠
4

𝑝𝑠
,    1 − 𝑦𝑠 =

𝑚𝑠
1−𝑚𝑠

3

𝑝𝑠
, 

   𝑥𝑛 =
𝑞𝑛+𝛽(−𝑣𝑛−1+𝑣𝑛)

𝑝𝑛
, 1 − 𝑥𝑛 =

𝑟𝑛+𝛽(𝑣𝑛−1−𝑣𝑛)

𝑝𝑛
, 

   𝑦𝑛 =
−𝑚𝑛

2 +𝑚𝑛
4

𝑝𝑛
,    1 − 𝑦𝑛 =

𝑚𝑛
1 −𝑚𝑛

3

𝑝𝑛
. 

ここで，𝑝𝑠, 𝑞𝑠 , 𝑟𝑠は次の式で与えられる： 

      𝑝𝑠 = 𝑚𝑠
1 − 𝑚𝑠

2 − 𝑚𝑠
3 + 𝑚𝑠

4, 

      𝑞𝑠 = −𝑚𝑠
3 + 𝑚𝑠

4, 

      𝑟𝑠 = 𝑚𝑠
1 − 𝑚𝑠

2. 

次に，各補助ゲームの均衡解(𝑥𝑠 , 𝑦𝑠)を用いて，期待利得

𝑣𝑠を求め，整理すると，次の式を得る： 

      (1 + 𝐴1)𝑣1 − 𝐴1𝑣2 = 𝐵1, 

      𝐴𝑠𝑣𝑠−1 + 𝑣𝑠 − 𝐴𝑠𝑣𝑠+1 = 𝐵𝑠, 

      𝐴𝑛𝑣𝑛−1 + (1 − 𝐴𝑛)𝑣𝑛 = 𝐵𝑛. 

ここで，𝐴𝑠および𝐵𝑠は次の式で与えられる： 

𝐴𝑠 =
𝛽

𝑝𝑠
(𝑚𝑠

1𝑦𝑠 + 𝑚𝑠
2(1 − 𝑦𝑠) − 𝑚𝑠

3𝑦𝑠 − 𝑚𝑠
4(1 − 𝑦𝑠)),                

𝐵𝑠 =
1

𝑝𝑠
(𝑚𝑠

1𝑞𝑠𝑦𝑠 + 𝑚𝑠
2𝑞𝑠(1 − 𝑦𝑠) + 𝑚𝑠

3𝑟𝑠𝑦𝑠 + 𝑚𝑠
4𝑟𝑠(1 − 𝑦𝑠)). 

これは𝑣1, ⋯ , 𝑣𝑛を変数とする線形方程式系である．これら

の式から，頂点𝑛での期待利得を初項とする漸化式が得ら

れる： 

𝑣𝑠 =
𝐴𝑠𝑣𝑠+1 + 𝐷𝑠

𝐶𝑠
     (1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 − 1), 

𝑣𝑛 =
𝐷𝑛

𝐶𝑛 − 𝐴𝑛
.                                              

ここで，𝐶𝑠および𝐷𝑠は次の式で与えられる： 

𝐶1 = 1 + 𝐴1,     𝐶𝑠 = 1 +
𝐴𝑠−1𝐴𝑠

𝐶𝑠−1
, 

      𝐷1 = 𝐵1,             𝐷𝑠 = 𝐵𝑠 −
𝐴𝑠𝐷𝑠−1

𝐶𝑠−1
.      

したがって，まず値𝑝𝑠, 𝑞𝑠 , 𝑟𝑠, 𝑦𝑠 , 𝐴𝑠, 𝐵𝑠 , 𝐶𝑠, 𝐷𝑠を𝑠 = 1, 2, 

… , 𝑛の順に計算し，次に値𝑣𝑠, 𝑥𝑠を𝑠 = 𝑛, 𝑛 − 1, … , 2, 1の順

に計算すると，均衡解を𝑂(𝑛)時間で求めることができる. 

 

5. 利得が頂点番号に依存する場合のアルゴリズ

ム 
 本節では，各頂点の利得行列における各成分が，頂点番

号𝑠をパラメータとした線形関数𝑓𝑖(𝑠) = 𝑔𝑖𝑠 + ℎ𝑖で与えら

れている場合を考える．前節で述べたように，均衡解を求

めるためにはまず値𝐴𝑠, 𝐵𝑠 , 𝐶𝑠, 𝐷𝑠を求める必要があったが,

その必要がなくなり，計算が簡略化される． 

 各頂点の利得行列の各成分に𝑓𝑖(𝑠) = 𝑔𝑖𝑠 + ℎ𝑖を代入す

ると，𝑝𝑠, 𝑞𝑠 , 𝑟𝑠, 𝑦𝑠は以下のように表すことができる： 

𝑝𝑠 = 𝑔∗𝑠 + ℎ∗,     𝑞𝑠 = 𝑔34𝑠 + ℎ34,     𝑟𝑠 = 𝑔12𝑠 + ℎ12, 

𝑦𝑠 =
1

𝑝𝑠

(𝑔24𝑠 + ℎ24),     1 − 𝑦𝑠 =
1

𝑝𝑠

(𝑔13𝑠 + ℎ13). 

ここで，𝑔∗, ⋯ , ℎ13は次の式で与えられる： 

  𝑔∗ = 𝑔1 − 𝑔2 − 𝑔3 + 𝑔4,  ℎ∗ = ℎ1 − ℎ2 − ℎ3 + ℎ4, 

  𝑔34 = −𝑔3 + 𝑔4 ,    ℎ34 = −ℎ3 + ℎ4, 

  𝑔12 = 𝑔1 − 𝑔2,     ℎ12 = ℎ1 − ℎ2, 

  𝑔24 = −𝑔2 + 𝑔4,    ℎ24 = −ℎ2 + ℎ4, 

  𝑔13 = 𝑔1 − 𝑔3,     ℎ13 = ℎ1 − ℎ3. 

このとき𝐴𝑠, 𝐵𝑠 , 𝐶𝑠, 𝐷𝑠は次の式で与えられる： 

𝐴𝑠 = 0,     𝐶𝑠 = 1,     𝐷𝑠 = 𝐵𝑠 , 

𝐵s =
1

𝑝𝑠
{𝑓1(𝑠)𝑞𝑠𝑦𝑠 + 𝑓2(𝑠)𝑞𝑠(1 − 𝑦𝑠) 

                                         +𝑓3(𝑠)𝑟𝑠𝑦𝑠 + 𝑓4(𝑠)(1 − 𝑦𝑠)}. 
したがって，𝑣𝑠は以下のように求められる： 

𝑣𝑠 = 𝐵𝑠 . 
 

6. まとめ 
 一般に，確率ゲームの均衡解は非線型方程式系の解とし

て与えられるが，その解を解析的に求めることは困難であ

る. 本研究では，単独支配者確率ゲームにおいて，グラフ

構造をパスに限定することにより，均衡解が線型方程式系

の解として与えられることを示した．これにより求解が容

易になり，𝑂(𝑛)時間のアルゴリズムを得ることができた． 

しかし，グラフをパスに制限するという仮定は非常に強い

ので，より弱い仮定の下で均衡解を効率的に計算すること

が今後の課題である． 
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