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1. ま えがき

非定常信号の 時間-周波数解析には Gabor wavelet変換
が広く用いられている．しかし，Gabor wavelet変換をは
じめとするwavelet変換には計算量が非常に多いという問
題点が存在する．wavelet変換の 高速化手法というと，離
散 wavelet変換に対するMallatアルゴリズム [1]が代表的
であるが，離散 wavelet変換では基底関数が正規直交性を
有する必要があるため [2]，Gabor wavelet の ような非正
規直交基底にはこ の アルゴリズムを適用するこ とはでき
ない．本稿では Gaussian の 畳み込みに関する数学的性質
に着目し，高速フーリエ変換 (FFT)を用いた Gabor変換
によって得られるGaborスペクトルからGabor wavlet係
数を合成するこ とで，連続 wevelet変換を高速化する手法
を提案する．

2.Gabor wavelet係数合成法

Gabor変換は, 短時間フーリエ変換 (STFT) の 窓関数に
Gaussianを用いる解析法である.

Xσ(t0, ω) =

Z
wσ(t − t0) · x(t) · e−jωtdt (1)

ただし wσ(t) =
1√
2πσ

· gσ(t) =
1√
2πσ

· e−
t
2

2σ2

Gabor変換においては，Gauss窓の 標準偏差 σが時間，周
波数分解能を決定するが，FFTを用いるため時刻，周波
数によらず時間，周波数分解能は固定である．これに対し
て合成目標であるwavelet係数は解析周波数毎に分解能が
異なる．また，Gabor変換において周波数binは線形の 間
隔で求まるの に対して，wavelet係数は非線形の 間隔で求
まる．つまり，時間，周波数分解能及び解析周波数を対応
させ る必要がある．
一般に，Gabor変換において異なる分解能の スペクトル

を得るには異なる窓長の Gabor変換を再度行わなければら
ない．これに対して本稿では，ある窓長で計算した Gabor
スペクトルから異なる分解能の スペクトルを算出する方
法を提案する．異なる分解能，つまり異なる σ の Gabor
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図 1: 合成法の 概要
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スペクトルを直接計算するために，Gaussian同士の 畳み
込みが標準偏差の 異なる Gaussian になるという Gaussian
の 数学的性質に着目した．こ の 性質を周波数域で考えると

Wασ(ω) =
As

2π

Z
Wσ(ω − γ)Gσs

(γ)dγ (2)

ただし σs =
α√

1 − α2
σ, As =

1

α
(α < 1)

が得られる．こ こ で α は scaling factor，As は振幅補正
項である．こ の 式は Gauss窓と Gaussian の 周波数特性の
畳み込みによって，任意スケールの 標準偏差 ασ を持つ
Gauss窓の 周波数特性が得られることを意味している．こ
の 性質を Gabor変換の 式に代入すると，以下の ような過
程を経て，式 (3)が得られる．

Xασ(t, ω0)

=

Z
wασ(τ − t) · x(τ ) · e−jω0τdτ

=

Z
Wασ(ω) · X(ω + ω0) · ejωtdω

=

Z
As

2π

Z
Wσ(ω − γ) · Gσs

(γ)dγ

·X(ω + ω0) · ejωtdω

ω − γ = ω′とおくと dω = dω′であり

=
As

2π

ZZ
Wσ(ω′) · X(ω

′ + ω0 + γ) · ejω′tdω′

·Gσs
(γ) · ejγtdγ (3)

式 (3) の 下線部は標準偏差 σ の Gauss窓による Gabor変
換なの で，最終的に

Xασ(t, ω0) =
As

2π

Z
ejγt ·Xσ(t, ω0 + γ)·Gσs

(γ)dγ (4)

となる．こ の 式は図.1 に示すように，入力信号に Gabor
変換を施して計算した Gaborスペクトル Xσ(t, ω) に対し
て，Gaussian Gσs

(γ)を周波数方向に畳み込むこ とで，異
なる分解能の スペクトルXασ(t0, ω0)が算出でき るこ とを
意味している．こ の とき ，周波数毎に畳み込む Gaussian
の 標準偏差 σs を変えると，周波数毎に任意の 分解能に変
換でき る．さらに，畳み込みの 中心の 周波数においてスペ
クトルを合成でき るの で，畳み込みの 中心を変えるこ と
で任意の 周波数においてスペクトルが得られる．こ れに
よって，任意の 解析周波数においてwavelet係数に対応し
た分解能の スペクトルが算出可能である．
こ こ まで，Gaborスペクトルから wavelet係数を合成す

る方法を示したが，こ れは連続域での 式なの で，こ れを離
散系で表現するために，Gaussian の 離散化間隔をΩ,畳み
込みの 項数を Mω として式 (4) の 畳み込み積分を離散化
すると

eXασ(t, ω0) =
As

2π
·

MωX

m=−Mω

{Xσ(t, ω + mΩ) · Gσs
(mΩ)·e−j(mΩ)t}·Ω (5)
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図 2: 時間域における合成Gauss窓の 特性

の ように書ける．以後，Gσs
(mΩ)を離散Gaussian，式 (5)

によって算出でき るスペクトル eXασ(t, ω0)を合成スペク
トルと呼ぶ．本来，畳み込みの 項数Mω は無限項である
が，実際に計算するためには有限項として定めなければ
ならない．また，Gaussian の 離散化間隔 Ωも定める必要
がある．つまり，提案する合成法は 2つの パラメータの 設
計が必要である．
2.1.計算精度に基づくパ ラメ ー タ の設計
式 (5) の ように畳み込みを離散化すると，当然合成スペ

クトルには誤差が生じる．そこ で，ユーザが許容でき る誤
差 εを設定し，合成誤差が εを下回るような Ω及び Mω

の 設計法を検討する．
まず，離散化間隔Ω の 設計を行う．合成は周波数域で行

うが，合成誤差は時間域で生じる．周波数域で Gaussian
を離散化するこ とによって，時間域では周期化する．合成
スペクトルは合成元の スペクトルと離散 Gaussian の 畳み
込みによって得られるが，時間域では積になるの で，周期
化の 影響によって図 2 における破線の ように合成 Gauss
窓が誤差成分を持ってしまう．離散化間隔 Ωが大き くな
るほど，こ の 誤差成分も大き くなる．そこ で，誤差成分
の ピークが許容誤差 εを下回るという条件で Ωを設計す
ると，

Ω ≤
√

2π√
− ln ε · σ

·
p

1 − α2 (6)

と求まる．こ の 式を満たせば，ユーザが指定した計算精度
を担保でき る Ω の 設計が可能である．
次に畳み込みの 項数Mω を設計する．本来，無限項の

畳み込みを有限長で打ち切るこ とで当然，誤差が生じる
が，Gaussian は単調減少関数なの で，ダイナミックレン
ジを考慮して畳み込みの 項数を決定すれば，計算精度は
劣化しない．離散 Gaussian の 最大振幅に対する減衰比が
許容誤差 ε以下になる条件で Mω を設計すると，

Mω ≥ 1

πα
(− ln ε) (7)

の よう に条件が求まる．こ れらの 条件を満たすようにパ
ラメータを設計するこ とで，任意の 計算精度を担保した
合成が可能である．

3.計算量の評価

次に，通常の Gabor wavelet 変換と提案手法の 計算量
を比較し，提案手法の 有効性を示す．こ こ では，計算量を
支配する積和演算量を指標とする．連続 wavelet変換では
mother waveletを 1 ∼ Sまでスケーリングして wavelet係
数を計算するが，計算機上において scaling factor sは離散

表 1: 計算量削減比

H
H

H
H

H
fs

S
32 64 128 256

ε16 0.291 0.160 0.087 0.047

ε24 0.253 0.146 0.077 0.042

的である．スケーリングを∆s刻みで行うとすると，scaling
factorは整数aを用いて s = a·∆s+1 (a : 0 ∼ (S−1)/∆s)
と書ける．
通常の Gabor wavelet変換の 計算量を求める式は我々が

以前に示した式を利用する [3]．通常の Gabor wavelet変
換の 計算量 Ow は

Ow =

(S−1)/∆sX

a=0

2(2
√
−2 ln ε · fs · s · σ + 1) (8)

の ように書ける．こ こ で，fsはサンプリング周波数である．
一方，提案手法の 計算量は FFT の 計算量と合成の 計算

量の 和である．提案手法の 計算量 Op は

Op = 4 · N log2 N + N +

(S−1)/∆sX

a=0

4(2Mω + 1) (9)

と書ける．こ こ で，N [sample]はフレーム長である．式 (9)
の 第一項は FFT，第二項は窓掛け，第三項は合成の 計算
量である．ただし，FFT及び合成は複素数の 計算を考慮
し，4倍の 計算量が必要となる．
計算量を評価するための 実験条件は，中心角周波数ω0 =

2π·f0[rad/sec](f0 = 14080[Hz])，サンプリング周波数fs =

44.1[kHz]，標準偏差 σ = 1.98 ·10−4 [sec]，スケーリングの
刻み幅∆s = 0.1とし，許容誤差を ε16 = 3.05 ·10−5(16bit

量子化誤差), ε24 = 1.19 · 10−7(24bit 量子化誤差) の 2種
類，スケーリングの 最大値を S = 32, 64, 128, 256 の 4種
類とした．こ の 実験条件における計算量比 r = Op/Ow を
表 1に示す．結果からスケーリングの 最大値 Sが大きいほ
ど計算量を削減でき ているこ とがわかる．例えば，S=256
までスケーリングし，fmin = 55[Hz]から f0 = 14080[Hz]
までの 解析を実行する場合では 1/20以下に計算量を削減
でき る．

4.結論

本稿では Gaussian の 数学的性質に着目し，Gaborスペ
クトルからwavelet係数を合成する手法を提案した．また，
合成によって生じる誤差について議論し，合成誤差をユー
ザが設定した許容誤差に収めるために必要なパラメータ
の 条件を示した．さらに計算量の 検討を行い，提案手法は
計算精度を保ちつつ，Gabor wavelet変換の 計算量を 1/20
以下に削減でき るこ とが明かになった．
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