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1 はじめに

本論文では，有向グラフ G = (V,E) で各辺に重みが，

各点に点許容値が付いているものに対して，与えられた

条件を満たす G の点の順列を求める問題を扱う．G の

点の順列が満たすべき条件として各点 v について，v に

接続する有向辺 e の重みと v における点許容値からな

る不等式をいくつかの自然な形で統一的に与え，それら

を G に対する許容条件と呼ぶ．例えば，n 点からなる

辺重み w(e) 及び点許容値 t(v) が付けられた単純有向

グラフ G = (V,E) が与えられたとき，V の要素の順列

ρ = v(1)v(2) · · · v(n) が各点 v(i) について不等式∑
j<i,v(i)v(j)∈E

w(v(i)v(j)) ≤ t(v(i)) (1)

を満たすという許容条件を P−
out(G,w, t, ρ)で表す．Gの

各点 v の点許容値が t(v) = 0であり，各有向辺 eの重み

が w(e) = 1 であるとき，許容条件 P−
out(G,w, t, ρ) を満

たす G の点の順列 ρ を求める問題は，G が有向非サイ

クル的グラフ (Directed Acyclic Graph, DAG)であるか

否かを判定し，DAG であるとき G の点集合上の位相的

順序を与える問題，すなわち従来から位相的整列問題と

呼ばれている問題である．このことから，P−
out(G,w, t, ρ)

を満たす G の点の順列 ρ を求める形の問題を許容条件

付き位相的整列問題と呼ぶことにする．本論文では，問

題の入力になる有向グラフ G は単純有向グラフのみで

あると仮定する．本論文では，辺重みおよび点許容値付

き単純有向グラフに対する式 (1) のような条件をいくつ

か提案し，それらを満たす点の順列を求める形の許容条

件付き位相的整列問題がある場合に線形時間で解け，か

つ，ある場合には NP完全であることを示す．

有向グラフ G = (V,E)が有向閉路をもたないとき，す
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なわち DAGであるとき，かつそのときに限り，Gの点集

合 V に位相的順序と呼ばれる線形順序 ≺を導入できるこ
とが知られている．V 上の線形順序 v1 ≺ v2 ≺ · · · ≺ vn

が，任意の有向辺 vivj ∈ E について，

i < j

が成り立つという条件を満たすとき，≺ は G について

の位相的順序であるという．与えられた有向グラフ Gが

DAG であるか否かを判定し，DAG であるとき G につ

いての位相的順序を求める線形時間アルゴリズムが知ら

れている [2]．有向グラフ G = (V,E) の各点が完了しな

くてはならない仕事を表し，点 v から w への有向辺 vw

が仕事 w に先行して仕事 v を完了しなくてはならない

という制約条件を表していると見做せば，G についての

位相的順序は，すべての仕事が完了するように逐次的に

仕事を処理できる順序を表している．一般に，多くの現

実的に重要な問題が辺や点に重みをもつ DAG で定式化

できれば，位相的順序に従って動的計画法を適用してそ

の問題が解けることが多い [1]．

2 許容条件付き位相的整列問題

グラフ G = (V,E) は，n 点からなる辺重み w(e) 付

き単純有向グラフであり，さらに，G の各点には点許容

値 t(v) が付けられているとする．ただし，辺重み及び

点許容値はすべて非負である，すなわち w(e) ≥ 0 かつ

t(v) ≥ 0 が成り立つとする．辺重み及び点許容値付きグ

ラフ G とその点の順列 ρ = v(1)v(2) · · · v(n) について
の許容条件として，式 (1)で定義した P−

out(G,w, t, ρ)に

加えて

P+
out(G,w, t, ρ) ⇔ ∀i,

∑
j>i,v(i)v(j)∈E

w(v(i)v(j)) ≤ t(v(i)),

P−
in (G,w, t, ρ) ⇔ ∀i,

∑
j<i,v(j)v(i)∈E

w(v(j)v(i)) ≤ t(v(i)),

P+
in (G,w, t, ρ) ⇔ ∀i,

∑
j>i,v(j)v(i)∈E

w(v(j)v(i)) ≤ t(v(i))

の 3つを定義する．このとき次の定理が成り立つ．
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定理 1 有向グラフ Gの点の個数を nで，辺の本数を m

で表す．条件を表す記号 F が P−
out，P+

out，P−
in，P+

in の

どれを表していても，辺重み w(e) 及び点許容値 t(v)

が付けられた単純有向グラフ G = (V,E) を入力し，

F (G,w, t, ρ) を満たす G の点の順列 ρ を求める問題

例を O(m+ n) 時間で解くことができる．

証明. 最初に F が P−
out を表している場合を証明す

る．不等式
∑

w ̸=vn
w(vnw) ≤ t(vn) を満たす G の点

vn を求める．もし，そのような点 vn が存在しなければ

P−
out(G,w, t, ρ) を満たす G の点の順列 ρ が存在しない

ことは明らかである．次に，P−
out(G − vn, w, t, ρ

′) を満

たすG− vn の点の順列 ρ′ を再帰的に求める．そのよう

な G− vn の点の順列 ρ′ = v1v2 · · · vn−1 が存在すれば，

G の点の順列 ρ = v1v2 · · · vn−1vn が P−
out(G,w, t, ρ) を

満たすことは明らかである．ただし，G − v で有向グ

ラフ G から点 v を除去して得られる有向グラフを表

す．一方，一般に P−
out(G,w, t, σ) を満たす G の点の

順列 σ = w1w2 · · ·wn が存在すれば，G − wn の点の

順列 σ′ = w1w2 · · ·wn−1 は，P−
out(G − wn, w, t, σ

′) を

満たす．従って，上の再帰的アルゴリズムで P−
out(G −

vn, w, t, ρ
′)を満たすG−vn の点の順列 ρ′ が存在しなけ

れば，P−
out(G,w, t, ρ) を満たす G の点の順列 ρ も存在

しない．この再帰的アルゴリズムの実行時間が O(m+n)

であることを示すのは，容易である．

F が P−
out 以外の条件を表している場合の証明も同様

である．詳細は，省略する． □

定理 1 を拡張して次の定理 2 が得られる．証明は省

略する．

定理 2 有向グラフ G の点の個数を n で，辺の本数を

mで表す．複数の重み w1(e), w2(e), . . . , wk(e)と点許容

値 t1(v), t2(v), . . . , tk(v) が与えられているとする．l は，

0 ≤ l ≤ k を満たす整数とする．

このとき，すべての i ∈ {1, 2, . . . , l} について条件
P−
out(G,wi, ti, ρ) を満たし，かつ，すべての i ∈ {l +

1, l + 2, . . . , k} について条件 P−
in (G,wi, ti, ρ) を満たす

G の点の順列 ρ を求める問題を O(k(m+ n)) 時間で解

くことができる．

さらに，すべての i ∈ {1, 2, . . . , l} について条件
P+
out(G,wi, ti, ρ) を満たし，かつ，すべての i ∈ {l +

1, l + 2, . . . , k} について条件 P+
in (G,wi, ti, ρ) を満たす

G の点の順列 ρ を求める問題も O(k(m+ n)) 時間で解

くことができる．

次の定理は，位相的整列問題を自然な形で辺重み及び

点許容値付き単純有向グラフに拡張した問題でNP完全

であるものが存在することを主張している．

定理 3 有向グラフ G の点の個数を n で，辺の本数を

mで表す．辺重み w(e)及び点許容値 t(v)が付けられた

単純有向グラフ G = (V,E) を入力し，P−
out(G,w, t, ρ)

及び P+
in (G,w, t, ρ) を同時に満たす G の点の順列 ρ を

求める問題は，NP完全である．

証明. 与えられた正整数列 a = (a1, a2, . . . , an) を合計

が等しくなるように 2分割する問題 PARTITIONの問題

例を定理の問題例に多項式時間で帰着することができる．

PARTITION の目的は，
∑k

i=1 aj(i) = (
∑n

i=1 ai) /2 =

h(a) を満たす a の部分列 (aj(1), aj(2), . . . , aj(k)) を求

めることである．この PARTITION の問題例に解が存

在すれば，その解は，G = ({1, 2, . . . , n + 1}, E)，E =

{(n + 1, 1), (n + 1, 2), . . . , (n + 1, n), (1, n + 1), (2, n +

1), . . . , (n, n+1)}，各 i ∈ {1, 2, . . . , n} について w(n+

1, i) = w(i, n+ 1) = ai, t(n+ 1) = h(a)，t(1) = t(2) =

· · · = t(n) = 0 により得られる定理の問題例の解 ρ か

ら次のように導かれる．S = {i ∈ {1, 2, . . . , n} | ρ(i) <
ρ(n + 1)} とおいたとき，

∑
i∈S ai = h(a) が成り立つ．

証明の詳細は，省略する． □

3 おわりに

定理 3 の証明に使われた NP完全問題 PARTITION

は，NP完全問題でありながら，実用上解決が容易であ

ることが知られている．実際，PARTITIONを解く擬多

項式時間アルゴリズムが存在し，対応する最適化問題を

解く完全多項式時間近似方式 (FPTAS) が存在する [3]．

現在，定理 3 にあるような複数の許容条件が指定された

許容条件付き位相的整列問題の解き易さについての理論

的考察と計算機実験を計画している．発表時にある程度

の結果が示せることを期待している．
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