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1.はじめに

二頂点対最短経路問題（以下，最短経路問題）は，与
えられた辺コスト付きグラフおよびその頂点 s, t に対
して，s から t への最小コストの経路を求める問題で
ある．
最短経路問題に関する重要な課題の一つとして，ア

ルゴリズムの省メモリ化が挙げられる．しかし，特に
グラフ族を限定せずに一般的な辺コスト付き有向グラ
フを対象にした場合，最悪領域計算量がグラフの頂点
数 n に対して o(n) であるような多項式時間アルゴリ
ズムはこれまでに全く見つかっていない．最短経路問題
の特殊化の一つである連結性判定問題に関しては，一
般的な有向グラフに対する唯一のアルゴリズムが 90年
代に Barnes らによって提案されており [2]，これを少
し改良すれば全ての辺コストが単位コストであるよう
な有向グラフに対する多項式時間 o(n) 領域最短経路
アルゴリズムが得られる．ただし，このアルゴリズム
の領域計算量は n とは無関係な任意の定数 0 < ϵ < 1

について ω(nϵ) である．なお，この計算量は NNJAG

と呼ばれる計算モデルの下ではほぼタイトな値である
ことが知られている [5]．
本論文では Barnes らのアルゴリズムを辺コストに

関して拡張し，以下の三つの提案を行う．

• Barnes らの有向グラフ上の連結性判定アルゴリ
ズムを拡張して，有向グラフ上の最短経路問題の
ための省メモリアルゴリズムの枠組みを提案する．
この枠組みは，省メモリの代わりに経路を構成す
る頂点の個数に制限がかかってしまうような最短
経路アルゴリズムがあるときに，これをサブルー
チンとして使用することで二頂点間の真の最短経
路を省メモリで計算するアルゴリズムである．

• 一般的な有向グラフに対する具体的なサブルーチ
ンを与える．これによって，ある定数 c が存在し
て，領域計算量 O(n/2c

√
logn) の多項式時間最短

経路アルゴリズムが得られる．c はある程度の任
意性を持つが，n とは無関係な定数でないときは
時間計算量が n の多項式程度に収まらない．こ
れらの計算量は Barnes らの連結性判定アルゴリ
ズムの計算量と等価であり，特に全ての辺コスト
が単位コストの場合にはこのアルゴリズム自体が
Barnes らのアルゴリズムと等価なものになる．
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• 提案手法の特殊化の一例として，多次元格子グラ
フに対する多項式時間 o(n) 領域アルゴリズムを
得るためのサブルーチンを提案する．例えばグラ
フが二次元格子のとき，このアルゴリズムの領域
計算量は O(n2/3) である．

なお，限定されたグラフ族に限った場合でも，多項
式時間 o(n) 領域アルゴリズムが得られている例は少
ない．Asano らは近年，任意の ϵ > 0 について領域計
算量 O(n1/2+ϵ) を達成するような二次元格子グラフの
ための最短経路アルゴリズム族を提案した [1]．本論文
で提案する多次元格子グラフのためのアルゴリズムは，
格子の次元が 2 のとき，Asano らのアルゴリズムの中
で最も高速なものと等価な領域計算量を達成する．ま
た，Imai らは有向平面グラフのための連結性判定アル
ゴリズムを提案した [6]．Imai らのアルゴリズムは簡
単な変更によって辺コスト付き有向平面グラフのため
の多項式時間 o(n)領域最短経路アルゴリズムに拡張で
きる．

2.準備

議論を簡単化するため，アルゴリズムに与えられる
グラフは多重辺を持たない単純有向グラフであるもの
とする．また，始点からグラフの各頂点へは唯一の最
短経路が存在するものと仮定する．なお，各頂点への
経路がただ一つである必要はない．更に，始点から各
頂点への最短経路のコストは互いに相異なっているも
のとする．実際には，この三つの制約を取り払っても
同様の（ただし煩雑な）議論を展開することができる．
また，簡単のため領域計算量はワード単位で取り扱う
ものとする．
与えられた有向グラフを G = (V,E)，辺コスト関

数を c : E → Q+，始点および終点を s, t ∈ V とお
く．また，グラフの頂点数 |V | を n とおく．アルゴ
リズムの目的は s から t へのコスト最小の有向経路
を求めることである．グラフ G = (V,E) 上の任意の
頂点 a ∈ V から b ∈ V への長さ l の有向経路とは，
∀i ∈ [0, · · · l − 1], ei = (vi, vi+1) および v0 = a, vl = b

を満たす G の部分グラフ ({v0, · · · , vl}, {e0, · · · el−1})
である．以下の議論では有向経路を単に経路と呼ぶ．ま
た経路の頂点列ないし辺列を経路と同一視する場合が
ある．経路のコストは経路に含まれる各辺のコストの和∑l−1

i=0 c(ei) によって定義される．以下では頂点 a ∈ V

から b ∈ V へのコスト最小の経路を a から b への最
短経路と呼ぶ．後の議論では最短経路に関する次の命
題が重要になる．
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命題 1 グラフ G = (V,E) の任意の頂点 v0 ∈
V から vl ∈ V への長さ l ≥ 0 の最短経路
({v0, · · · , vl}, {e0, · · · el−1}) を内点 vl′ （ただし ∀l′ ∈
{0, · · · , l} ）で分割して作られた二つの経路は，v0 か
ら vl′ への長さ l′ の最短経路および vl′ から vl への長
さ l− l′ の最短経路である．なお，vl′ は v0 または vl
自身でもあり得る．

命題 2 グラフ G = (V,E) の任意の頂点 v0, vl ∈ V

について，v0 から vl への最短経路が頂点 vl′ ∈ V を
経由するという仮定の下では，v0 から vl′ への最短経
路に vl′ から vl への最短経路をつなげた経路は v0 か
ら vl への最短経路になる．逆に，v0 から vl への最短
経路が頂点 vl′ ∈ V を経由しないという仮定の下では，
v0 から vl′ への最短経路に vl′ から vl への最短経路を
つなげた経路は v0 から vl への最短経路にはならない．

なお，本論文では経路の長さおよびコストがそれぞれ
重要な役割を果たすため，両者を混同しないように注
意せよ．また，頂点 a ∈ V から b ∈ V への「長さ X 以
下の」最短経路のコストを cp(a, b,X)，その実際の長
さを lp(a, b,X) によって表すこととする 1．cp(a, b, n)

および lp(a, b, n) は a から b への通常の最短経路のコ
ストと長さを表す．a から b への長さ X 以下の経路が
存在しない場合には，cp(a, b,X) および lp(a, b,X) は
便宜的に∞ を返すこととする．最後に，出力の記述長
が作業領域の大きさを上回る場合を考慮して，提案ア
ルゴリズムは他の省メモリアルゴリズムと同様に出力
を書き込み限定のメモリに打ち出していくものとする．

3.アルゴリズムの枠組み

本節では，提案アルゴリズムの一般的な枠組みを示
す．提案アルゴリズムを実際に動作させるためにはあ
るパラメータとサブルーチンが必要であり，アルゴリ
ズムの最終的な計算量はこれらに依存する．後で述べ
るように，本論文で提案する一般的な有向グラフのた
めのアルゴリズムは Barnes らのアルゴリズムと同様
の大きさまでしか領域を削減できないが，特殊なグラ
フを取り扱う場合にはこのサブルーチンを工夫しパラ
メータをチューニングすることによって領域計算量を
更に削減することができる．
まずパラメータ λ ∈ {1, · · · , n} を一つ固定

し，頂点 a, b ∈ V および λ を入力に取って対
(cp(a, b, λ), lp(a, b, λ)) を返すサブルーチン SP(a, b, λ)

の存在を仮定する．一言で述べると，提案アルゴリズ
ムは，ある j ∈ {0, · · · , λ − 1} について，始点からの
最短経路の長さが j, j + λ, j + 2λ, · · · の頂点に対して
のみその最短経路のコストと長さを記憶することによ
り作業領域を節約する，という最短経路アルゴリズム

1a から b への最短経路（コストが cp(a, b,X) の経路）が複数
ある場合には lp(a, b,X) はその中の最短の長さと定義する．

である．SP は保持している頂点から別の頂点への最短
経路を補完するために使用される．ここで j, λ に対し
てアルゴリズムが保持する頂点の集合を

V (j, λ) := {v ∈ V | lp(s, v, n) ≡ j mod λ} (1)

とおく．j の値によって V (j, λ) の要素数は変化する
が，任意の有向グラフ G および任意の始点 s につい
て，|V (j, λ)| ≤ ⌊n/λ⌋ を満たす j は {0, · · · , λ− 1} の
中に必ず一つ以上存在する．アルゴリズムは，とりあ
えず j を固定して計算を進めて，V (j, λ) の要素数が
⌊n/λ⌋ を超えることが確定したら計算を中断し別の j

で再度計算を始める，という手続きを行うことによっ
て，記憶する頂点の個数を常に ⌊n/λ⌋ 以下に保ちなが
ら動作する．
固定された j に対してはアルゴリズムは次のよう

に動作する．現在の j で計算を始めてからこれまでに
V (j, λ) ∪ {s} の要素であることが判明した頂点の集合
を S とおき，S の要素を一つずつ増やしていく．アル
ゴリズムは始点 s から S の各要素への最短経路のコス
トと長さを記憶し，S に新たな頂点 u を加える際には
それらを利用して s から u への最短経路のコストと長
さを計算・保持する．以下では ∀x ∈ S について，ア
ルゴリズムが記憶している s から x への最短経路のコ
ストを C[x]，長さを L[x] とおくこととする．S の初
期値は {s} であり，C[s] = 0, L[s] = 0 である．
S に一つ要素を加える際には，まず全ての u ∈ V \S

に対して次の計算を行う．それぞれの x ∈ S について，
SP を用いてコスト C[x] + cp(x, u, λ) と長さ L[x] +

lp(x, u, λ) を計算し，そのうち C[x] + cp(x, u, λ) が最
も小さくなる x に対する値をそれぞれ csu, lsu とおく．
これは，s から S のいずれかの頂点 x への最短経路に
高々長さ λ 以下の x から u への最短経路を加えたも
のの中で，コストが最小になる x を求めていることに
等しい．アルゴリズムはそれぞれの u ∈ V \ S に対し
て上記の計算を行い，lsu が lsu ≡ j mod λ を満たす
u の中で，csu が最小のものを S に新たに付け加える．
C[u] および L[u] には csu および lsu を保存する．u

および x を探す際には，常に暫定で最小の要素だけを
覚えておけばメモリ消費に関する問題は発生しない．
アルゴリズムは，それ以上 S の要素が増やせなく

なるまで上記の手続きを繰り返す．この繰り返しが完
了した時点で，S に V (j, λ) の全ての要素が収集され，
同時に s から V (j, λ) の各要素への最短経路のコスト
と長さが C および L に保存されたことになる（アル
ゴリズム全体の正しさは補題 1 で証明する）．s から
t への経路が一つ以上存在するならば，命題 1 より，
lp(s, u, n) ≡ j mod λ かつ lp(u, t, n) ≤ λ を満たす
u ∈ V が，s から t への最短経路上に必ず一つ以上存
在する．よって，S = V (j, λ)∪{s} および命題 2 より，
（S を拡張するときと同様に）s からそれぞれの u ∈ S

への最短経路に u から t への高々長さ λ 以下の最短経
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路を付け加えて，その中で最もコストの小さなものを
求めることによって s から t への最短経路のコストを
計算することができる．後は，ダイクストラ法 [4] な
どと同様にして s から t への最短経路を逆順に出力
していけばよい．以上の手続きをまとめた擬似コード
を Algorithm 1，Algorithm 2 に示す2．便宜的に
∞ < ∞ および ∞ ≡ j mod λ は false とする．S は
集合を，C,L は写像を表す何らかのデータ構造である．
上で述べた計算打ち切りにより，3行目のループは高々
⌊n/λ⌋ 回で十分である．

Algorithm 1 （入力 G, c, s, t，パラメータ λ）
1: for j = 0, · · · , λ− 1 do
2: S ← {s}; C[s]← 0; L[s]← 0;
3: for i = 1 to ⌊n/λ⌋ do
4: u← null; csu ←∞; lsu ←∞;
5: for v ∈ V \ S do
6: csv ←∞; lsv ←∞;
7: for x ∈ S do
8: (cp, lp)← SP(x, v, λ);
9: if C[x] + cp < csv then

10: csv ← C[x] + cp; lsv ← L[x] + lp;
11: end if
12: end for
13: if lsv ≡ j mod λ then
14: if csv < csu then
15: u← v; csu ← csv; lsu ← lsv;
16: end if
17: end if
18: end for
19: if u ̸= null then
20: if |S|+ 1 > ⌊n/λ⌋+ 1 then
21: i のループを中断して次の j へ;
22: end if
23: S ← S ∪ {u}; C[u]← csu; L[u]← lsu;
24: else
25: i のループを終了して 28 行へ;
26: end if
27: end for
28: tに対して 6～ 12行目の手続きを適用し，C[t]← csu;
29: Algorithm 2 を用いて最短経路を出力して終了;
30: end for

Algorithm 1 の正当性は以下の補題によって示さ
れる．

補題 1 V (j, λ) ∪ {s} の中で s からの最短経路の
コストが k 番目に小さい頂点を vj,k とおく．Al-

gorithm 1 の 3 行目において，現在の i に対し，
S = {vj,1, vj,2, · · · , vj,i} が成り立つ．また，このとき
∀u ∈ S について C[u] = cp(s, u, n), L[u] = lp(s, u, n)

が成立している．

証明 j を固定して帰納法によって証明を行う．以下
では vj,k を単に vk と書くこととする．

2なお，始点からある頂点への最短経路が複数存在する場合には，
SP の二番目の戻り値は最短経路の最短の長さである必要がある．ま
た，Algorithm 1 の 9 行目および 14 行目に最短経路の長さによ
るタイブレークを加える必要がある．

Algorithm 2 （入力 G, c, s, t, λ, S, C, L）
1: print t;
2: v ← t;
3: while v ̸= s do
4: for u ∈ S \ {v} do
5: (cp, lp)← SP(u, v, λ);
6: if C[u] + cp = C[v] then
7: v′ ← v;
8: while v′ ̸= u do
9: for u′ ∈ V do

10: (cp′, lp′)← SP(u, u′, λ);
11: if (u′, v′) ∈ E and cp′ + c((u′, v′)) = cp

then
12: print (u′, v′), u′;
13: v′ ← u′;
14: cp← cp′;
15: break;
16: end if
17: end for
18: end while
19: v ← u;
20: break;
21: end if
22: end for
23: end while

i = 1 のときは，S の要素は s のみであり C[s] =

0, L[s] = 0 なので明らか．
|V (j, λ)∪{s}| ≥ k+1かつ k ≤ ⌊n/λ⌋を仮定し（す

なわち，ループが i = k + 1 番目の 3 行目に到達する
ものと仮定し），帰納法の仮定が i = k 番目まで成立
しているとき，i = k + 1 番目が成立することを示す．
まず，i = k のループにおいて，5 行目の v が vk+1

のとき，7 行目から 12 行目までのループが終了した時
点で csv = cp(s, vk+1, n), lsv = lp(s, vk+1, n) が成立し
ていることを示す．s から vk+1 への経路が一つ以上存
在するのであれば，命題 1 より，s から vk+1 への最短
経路は現在の S の中に少なくとも一つ以上の内点を持
ち，s から内点への最短経路と内点から vk+1 への最短
経路に分割することができる．この内点の中で最も L

の値が大きいものを v′ ∈ S とおく．アルゴリズムは s

から vk+1 への最短経路の内点となりうる S の要素を
網羅的に探索しており，かつ帰納法の仮定より C[v′] =

cp(s, v′, n), L[v′] = lp(s, v′, n) なので，命題 2 より，
lp(v′, vk+1, n) ≤ λ ならば csv = cp(s, vk+1, n), lsv =

lp(s, vk+1, n) が成立する．もし lp(v′, vk+1, n) > λ で
あると仮定すると，命題 1 および命題 2 より，v′ か
ら vk+1 への最短経路上のある内点 v′′ ∈ V \ (S ∪
{vk+1}) が存在して lp(s, v′′, n) ≡ j mod λ が成り立
つ．また，辺コストが 0 より大きいため，経路のコス
トは経路を延ばすほど加算的に増えていくことから，
cp(s, v′′, n) < cp(s, vk+1, n) が成り立つ．しかし，こ
れは vk+1 が V (j, λ)∪{s}の中で k+1番目にコストの
小さな s からの最短経路を持つという仮定に矛盾する．
よって，lp(v′, vk+1, n) ≤ λ，すなわち，5 行目の v が
vk+1 のとき，7行目から 12行目までのループが終了し
た時点では csv = cp(s, vk+1, n), lsv = lp(s, vk+1, n) が
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成立している．また以上より，もし i = k の 23 行目の
u が vk+1 であるならば，i = k + 1 のループの先頭に
おいて vk+1 ∈ S,C[vk+1] = cp(s, vk+1, n), L[vk+1] =

lp(s, vk+1, n) が成り立っている．
次に，i = k 番目の 23 行目の u が vk+1 であること

を背理法によって示す．i = k 番目の 23 行目の u は
vk+1 ではないと仮定する．上で述べた議論は vk+1 が
u に選ばれたかどうかには関係が無いため，i = k に
おいて 5 行目の v が vk+1 のときは，7 行目から 12

行目までのループ終了後に csv = cp(s, vk+1, n), lsv =

lp(s, vk+1, n)が成立しているはずである．すなわち，13
行目および 14 行目で，lsv ≡ j mod λ および csv ≤
cp(s, vk+1, n) を満たす別の頂点 u ∈ V \S が選ばれた
ことになる．

• u ∈ V (j, λ) のとき，cp(s, vk+1, n) ≥ csu ≥
cp(s, u, n)より，sから各頂点への最短距離が互い
に相異なるという仮定および vk+1 が V (j, λ)∪{s}
の中で k+ 1 番目にコストの小さい s からの最短
経路を持つという仮定に矛盾する．

• u ̸∈ V (j, λ) のとき，13 行目の条件分岐を通過し
たことと u ̸∈ V (j, λ) より，今得られている s か
ら u への経路は s から u への最短経路ではない．
この経路は現在の S のいずれかの頂点から長さ λ

以下の経路で u に至るものの中で最短なので，こ
れが s から u への最短経路でないならば，s から
u への最短経路は現在の S のある頂点から λ+ 1

個以上の頂点を通る経路である．よって前の議論
と同様に，命題 1 および命題 2 より，ある内点
v′′′ ∈ V \ (S ∪ {u}) が存在して，lp(s, v′′′, n) ≡ j

mod λ が成り立つ．また，同じく経路のコストは
加算的なので cp(s, v′′′, n) < cp(s, u, n) が成り立
つが，cp(s, vk+1, n) ≥ csu ≥ cp(s, u, n) よりこれ
は vk+1 が V (j, λ)∪ {s} の中で k+ 1 番目にコス
トの小さい s からの最短経路を持つという仮定に
矛盾する．

よって，i = k のときの 23 行目において u は vk+1 で
ある．
以上より，題意は任意の i で真である． □

また，Algorithm 2の正当性については次のことが
言える．まず，もし 7 行目において lp(u, v, n) ≤ λ で
あれば，7行目から 18行目の手続きは，uから u′ への
最短経路のコストを動的に計算していることを除いて，
単にダイクストラ法と全く同じ処理を行って u から v

への最短経路を逆向きに出力しているにすぎない．ま
た，Algorithm 1 が 29 行目に到達した時点で，S =

V (j, λ) ∪ {s} が成立しているため，∀v ∈ {t} ∪ V (j, λ)

は s からの最短経路の内点 u を S の中に必ず一つ以
上持ち，また内点のうち少なくとも一つの要素におい

て lp(u, v, n) ≤ λ が成り立つ3．ある頂点がそのような
内点かどうかを調べるためには，命題 2 よりコストを
調べれば十分である．Algorithm 2 の 3 行目から 6

行目の処理は，現在の v に対して上記の内点を探すと
いう処理を v = s になるまで繰り返しているだけなの
で，7 行目以降の処理と合わせて，Algorithm 2 は s

から t への最短経路を正しく出力する．
最後に提案アルゴリズムの計算量について述べる．

SP の時間計算量・領域計算量を TSP (λ),SSP (λ) とお
く．また，S,C, Lの大きさはその要素数に比例し，読み
書きは定数時間で行えると仮定する．まず，Algorithm

2 の時間計算量を考える．3 行目の WHILE ループは
高々 |S| 回しか反復されず，Algorithm 2 に到達した
j において S = O(nλ )なので，O(nλ )回程度しか反復さ
れない．4 行目の FOR ループは手前の WHILE ルー
プ一回に対し最大で |S| − 1 回反復するため，5 行目の
サブルーチン呼び出しは高々 O(n2/λ2) 回程度しか行
われない．8 行目の WHILE ループは複数のループの
内側にあるが，実際には Algorithm2の実行一回に対
して高々 n 回しか反復されない（でなければ出力経路
の長さが n を超える）．9 行目の FOR ループは 8 行
目のWHILE ループ一回に対し最大で n 回反復するた
め，10行目のサブルーチン呼び出しは高々 O(n2)回で
ある．以上をまとめると Algorithm 2 の時間計算量
は O(n2TSP (λ)) である．また作業領域は O(SSP (λ))

で十分である．Algorithm 1 のうち 28, 29 行目の
Algorithm 2 を除いた部分の時間計算量は 1, 3, 5, 7

行目のループにより

O
(
λ× n

λ
× n× n

λ
× TSP (λ)

)
(2)

すなわち O(n
3

λ TSP (λ)) となる．28 行目の処理におけ
る時間計算量は 7 行目のループにより O

(
n
λTSP (λ)

)
である．λ ≤ n であるため，Algorithm 2 の時間計
算量と合わせて，Algorithm 1 全体の時間計算量は
O(n

3

λ TSP (λ)) となる．領域計算量は S,C, L の使用領
域と SSP (λ) を合わせて O(nλ + SSP (λ)) となる．

4.一般的な有向グラフのためのサブルーチン

ある正整数 λ = o(n) について，一般的な有向グラフ
の任意の二頂点 a, b ∈ V に対して多項式時間かつ o(n)

領域で動作するサブルーチン SP(a, b, λ) について解説
する．本節で述べるサブルーチンは Barnesらの連結性
判定アルゴリズムのためのサブルーチン（[2] の 3 節）
を応用したもので，基本的には総当たり的なアルゴリ
ズムである．Barnes らのものと同様にまずは非再帰版
について解説したのち，それを拡張する形で再帰版に
ついて述べる．

32 節の仮定より長さが λ 以下の内点はただ一つであるが，仮定
を外して複数存在する場合には別にどれを使ってもよい．
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4.1.非再帰版サブルーチン
入力グラフ G = (V,E) の各頂点にコスト 0 の自己

ループをつけたグラフを G = (V,E′) とおく．このア
ルゴリズムではまず，ある正整数 k ∈ {1, · · · , n} を用
いて，頂点集合 V を k 個の互いに素で大きさが可能な
限り均等な集合 D1, · · · , Dk に分割する．全ての集合
の要素数が ⌊n

k ⌋ 以上でさえあれば，分け方は何でも良
い．サブルーチンは，インデクス列 i = (i0, · · · , iL) ∈
{1, · · · , k}L+1 ごとに，ベルマン－フォード法 [3]と類
似の反復法で最短経路のコストと長さを計算する．具
体的には，大きさ ⌈n

k ⌉ の配列を 2 つ（正確にはコスト
と長さで 2 つずつ）用意して，j 回目の反復では片方
の配列が Dij の各要素の値に対応し，もう片方の配列
が Dij+1 の各要素の値に対応しているものとして，ベ
ルマン－フォード法と同様の値更新を行う．これによっ
て，現在の i において v0 ∈ Di0 , · · · , vL ∈ DiL を満た
すような長さ L の頂点列 v0, · · · , vL を用いて作られ
る経路のうち，DiL における終点毎の最短経路のコス
トと長さが計算される．グラフに自己ループを加える
のは，長さ L未満の経路も同時に考慮するためである．
k = 1 のとき，このアルゴリズムはベルマン－フォー
ド法に単に最短経路の長さの計算を加えたものと等価
である．k による V の分割は，単に計算を複数回に分
割しているにすぎず，時間を消費することで代わりに
メモリが節約されている．この手続きをより詳細に解
説した擬似コードを Algorithm 3 に示す4．
Algorithm 3 を実行すると，パラメータ k に対し

て，2 行目の FOR ループは kL+1 回，9 行目の FOR

ループは L 回，12, 13 行目の FOR ループはそれぞれ
O(n/k) 回反復される．また，各配列の大きさが ⌈n/k⌉
であることから，配列初期化の時間計算量は O(n/k)

である．よって，このアルゴリズムをサブルーチン SP

として使用するとき，

TSP (L) = O

(
kL+1 × L×

(n
k

)2
)

(3)

が成立する．またインデクス i および配列
CP0, CP1, LP0, LP1 を記憶するメモリを合わせ
て，領域計算量は

SSP (L) = O
(
L+

n

k

)
(4)

ワードとなる．

4.2.再帰版サブルーチン
まず，Algorithm 3 を単純に r 段再帰させること

により，最大長さ Lr の経路を Algorithm 3 の r 乗
の時間と r 倍のメモリで調べることができる．紙面の
都合で厳密な擬似コードは省略するが，Algorithm 3

の 14 行目から 23 行目にかけて，関数 c によるコスト
4なお，入力グラフの制約を緩和する際には，Algorithm 1 と

同様に経路の長さに関するタイブレークを加える必要がある．

Algorithm 3 非再帰版 SP(a, b, L)

1: cp←∞, lp←∞;
2: for i = (i0, · · · , iL) ∈ {1, · · · , k}L+1 do
3: if a ̸∈ Di0 or b ̸∈ DiL then
4: continue;
5: end if
6: 長さ ⌈n/k⌉ の配列 CP0, CP1, LP0, LP1 を用意;
7: CP0 ←∞; LP0 ←∞;
8: CP0[a]← 0; LP0[a]← 0;
9: for l = 0 to L− 1 do

10: src← (l + 0 mod 2); dst← (l + 1 mod 2);
11: CP(dst) ←∞; LP(dst) ←∞;
12: for x ∈ Dil do
13: for y ∈ Dil+1 do

14: if (x, y) ∈ E′ then
15: if CP(dst)[y] > CP(src)[x]+c((x, y)) then
16: CP(dst)[y]← CP(src)[x] + c((x, y));
17: if x ̸= y then
18: LP(dst)[y]← LP(src)[x] + 1;
19: else
20: LP(dst)[y]← LP(src)[x];
21: end if
22: end if
23: end if
24: end for
25: end for
26: end for
27: if cp > CP(L mod 2)[b] then
28: cp← CP(L mod 2)[b]; lp← LP(L mod 2)[b];
29: end if
30: end for
31: return (cp, lp);

値や長さの定数 0・1 の代わりに，単に自分自身を呼び
出して計算した値を足し合わせればよい．このときの
時間計算量は

O

((
kL+1 × L×

(n
k

)2
)r)

= O
(
kr(L−1) × Lr × n2r

)
(5)

となる．
しかし，時間計算量において頂点数 n が r 乗されて

いることから，サブルーチンの時間計算量を多項式時
間に保つためには定数段しか再帰することができない．
また，単純に Algorithm 3 を r 段再帰しただけでは
12 行目から 25 行目のループにおいて，実質的に同じ
計算を繰り返している部分が多々あり無駄が残る．そ
こで，この無駄を解消したアルゴリズムを Algorithm

4 に示す．Algorithm 4 は単一の始点から終点への
最短経路のコストと長さを計算する代わりに，インデ
クス iin, iout を用いて，Diin のいずれかの頂点から
Diout の各頂点への最短経路のコストと長さを同時に計
算する．再帰を用いて重複的なインデクス列を枝刈りし
ている以外は Algorithm 4 は実質的に Algorithm

3 と同じことをしているだけなので，Algorithm 4

に初期化処理を加えた Algorithm 5 は a から b へ
の長さ Lr 以下の最短経路のコストと長さを正しく返
す．Algorithm 4 を r 段繰り返すとき，時間計算量
O
(
kr(L−1) × Lr × n2

)
となる．また領域計算量は単純

FIT2013（第 12 回情報科学技術フォーラム）

Copyright © 2013 by Information Processing Society of Japan and
The Institute of Electronics, Information and Communication Engineers
All rights reserved.

 13

第1分冊



Algorithm 4 SPR(iin, iout, L, r, CPin, LPin)

1: 長さ ⌈n/k⌉ の配列 CPout, LPout を用意;
2: CPout ←∞, LPout ←∞;
3: for i = (i0, · · · , iL) ∈ {1, · · · , k}L+1 do
4: if i0 ̸= iin or iL ̸= iout then
5: continue;
6: end if
7: 長さ ⌈n/k⌉ の配列 CP0, CP1, LP0, LP1 を用意;
8: CP0 ← CPin; LP0 ← LPin;
9: for l = 0 to L− 1 do

10: src← (l + 0 mod 2); dst← (l + 1 mod 2);
11: if r = 0 then
12: CP(dst) ←∞; LP(dst) ←∞;
13: for x ∈ Dil do
14: for y ∈ Dil+1 do

15: if (x, y) ∈ E′ then
16: if CP(dst)[y] > CP(src)[x] + c((x, y))

then
17: CP(dst)[y]← CP(src)[x] + c((x, y));
18: if x ̸= y then
19: LP(dst)[y]← LP(src)[x] + 1;
20: else
21: LP(dst)[y]← LP(src)[x];
22: end if
23: end if
24: end if
25: end for
26: end for
27: else
28: (CP(dst), LP(dst)) ← SPR(il, il+1, L, r −

1, CP(src), LP(src));
29: end if
30: end for
31: for y ∈ Diout do
32: if CPout[y] > CP(L mod 2)[y] then
33: CPout[y]← CP(L mod 2)[y];
34: LPout[y]← LP(L mod 2)[y];
35: end if
36: end for
37: end for
38: return (CPout, LPout);

な再帰を行う場合と同じく O
(
r(L+ n

k )
)
となる．

最後に，λ = Lr とおいて，Algorithm 5 （単に再
帰の最初の段のための初期化を行って SPRを呼ぶアル
ゴリズム）をAlgorithm 1 に組み込んだときの最短
経路アルゴリズム全体の計算量を示す5．最短経路アル

Algorithm 5 再帰版 SP(a, b, L, r)

1: 長さ ⌈n/k⌉ の配列 CP0, CP1, LP0, LP1 を用意;
2: CP0 ←∞; LP0 ←∞;
3: CP0[a]← 0; LP0[a]← 0;
4: iin ← i s.t. a ∈ Di; iout ← i s.t. b ∈ Di;
5: (CP1, LP1)← SPR(iin, iout, L, r, CP0, LP0);
6: return (CP1[b], LP1[b]);

5少なくともパラメータをチューニングする前の計算量は Barnes
らの連結性判定アルゴリズムと等価である．パラメータチューニン
グに関しては本論文では簡単な議論を行うに留めるが，必要であれ
ば [2] を参照せよ．

ゴリズム全体の時間計算量 T および領域計算量 S は

T = O

(
n3

Lr
×

(
kr(L−1) × Lr × n2

))
= O

(
n3+2 × krL−r

)
, (6)

S = O
( n

Lr
+ r(L+

n

k
)
)

(7)

となる．仮に L = 2 を使用するとき，時間計算量の kr

が n の定数次多項式 nc であるためには

r = c
log n

log k
(8)

である必要がある．このとき領域計算量は種々の定数
を除くと

O

(
n

2c logn/ log k
+

n

k log k/ logn

)
(9)

となる．この式を最小化するのは困難であるた
め，c logn/ log k = log k となる k を求める
と，k = 2

√
c
√
logn となる．これを式 (9) に代

入すると，n/2c logn/ log k = n/2
√
c
√
logn となり，

n/(k log k/ logn) = n/2
√
c
√
logn−log(

√
c
√
logn) となる．

定数を適宜処理すると，ある定数 c′ = O(
√
c) が存在

して

S = O

(
n

2c′
√
logn

)
(10)

となる．

5.格子グラフのためのサブルーチン

本節では提案アルゴリズムの特殊化の一例として，多
次元格子グラフのためのサブルーチンの作成方法を示
す．以下では格子グラフの次元数を dとおく．また，頂
点のインデクスから頂点の座標が定数時間で計算でき
るものとして議論を進める．
格子グラフの場合は，単純に，ダイクストラ法 [4]を

用いることによって効率の良いサブルーチンを作るこ
とができる．格子グラフでは，任意の頂点 v について，
v を始点とする長さが l 以下のいかなる経路を考えて
も，v からマンハッタン距離が l+1 以上離れた頂点に
は到達することができない．すなわち，長さ λ 以下の
最短経路を求める際には，始点からのマンハッタン距
離が λ 以下の高々 O(λd) 個の頂点を考えれば十分で
ある．このときのサブルーチンの領域計算量は O(λd)

となり，一例として特にヒープなどを使わないダイク
ストラ法を考えれば時間計算量は O(λ2d) となる．
以上のサブルーチンを Algorithm 1 と組み合わせ

たとき，最短経路アルゴリズム全体の時間計算量 T お
よび領域計算量 S は

T = O(
n3

λ
× λ2d) (11)

S = O(
n

λ
+ λd) (12)
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となる．S を最適化することを考えると，λ =

O(n1/(d+1)) のとき S は最小となり，このときの計算
量はそれぞれ

T = O(n3+(2d−1)/(d+1)) (13)

S = O(nd/(d+1)) (14)

となる．なお，Asano らのアルゴリズム族はある再帰
アルゴリズムの再帰段数を変更することによって得ら
れるものであり，再帰の段数が一段のときの領域計算
量は d = 2 のときの本論文のアルゴリズムと同じく
O(n2/3) である．
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