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1 はじめに

Bennett[1]，Fredkinと Toffoli[2]は可逆回路が任意の
小さいエネルギーの消費で機能することを証明した．さら

に，可逆回路はデジタル信号処理等の応用が考えられる．

したがって、可逆回路は非常に魅力的であると言える．

可逆回路の製造時に回路内の故障を見つけることは重

要であるが，可逆回路内の縮退故障，すなわち，一部の配

線の値を 0か 1に固定する故障を検出する検査入力集合を
生成するアルゴリズムはあまり知られていない．Patelら

[3]は，任意の可逆回路 C に対して |T | = O(log |W (C)|)

であるような完全な，すなわち，あらゆる縮退故障を検出

する検査入力集合 T が存在することを証明した．W (C)

は回路 C に対する配線の集合である．Tabeiら [4]は任
意の可逆回路に対して |T | = O(log |W (C)|) であるよ

うな完全な検査入力集合 T を期待多項式時間で生成す

るような乱択アルゴリズムを提案した．本研究では，0-

CNOT，1-CNOTゲートで構成された任意の回路に対し

て |T | = O(n(n + g)) である完全な検査入力集合を生成

する決定性多項式時間アルゴリズムを提案する．

2 可逆回路と完全な検査入力集合

論理ゲートは入力から出力が全単射であるとき，つま
り全ての異なる入力に対して，一対一対応する出力が存

在するとき可逆である．ある可逆ゲートが k個の入力ビッ

トと出力ビットを持つとき k × k可逆ゲートと呼ぶ．

nを正の整数であるとする．n-入力可逆回路は以下の

ように再帰的に定義される．
(1) n本の配線からなる回路は可逆回路である．この

とき，配線の一方の端を入力，もう一方を出力と呼ぶ．

(2) C′を n-入力可逆回路とし，Gを k× k可逆ゲート

とする．このとき，C′の出力側の配線の k本とGの入力

を接続することによって得られる回路C は，n-入力可逆

回路である，C の入力は C′ の入力であり，C の出力は
C′ の残りの出力とGの出力である．

(3) n-入力可逆回路は (1)と (2)によってのみ構成さ

れる．

ある正の整数nに対して n入力可逆回路である回路を

可逆回路と呼ぶ．
C を n入力可逆回路とする．任意の T ⊆ {0, 1}nを C

に対する検査入力集合と呼ぶ．各入力 x ∈ T に対する C

の出力のみによって C のあらゆる縮退故障が検出できる

とき，T は完全であると言われる．

C に含まれる配線 w は，ある x,x′ ∈ T に対して

w(x) = 0 かつ w(x′) = 1 であるとき，T によって制
御可能であるという．ここで，w(x)は Cに対して入力x

があたえられたときの配線wの値を表す．C の全ての配

線が T によって制御可能であるとき，Cは T によって制

御可能であるという．以下の定理は [3]で証明されている：

定理 1 C が T によって制御可能であるときかつそのと

きに限り，T は C に対して完全である．

可逆ゲートの一つに CNOT ゲートがある．任

意の非負の整数 k に対して，k-CNOT ゲートは

(x1, x2, . . . , xk, t) ∈ {0, 1}n+1 が入力として与えられた

ときに (x1, x2, . . . , xk, t⊕ (1 · x1x2 · · ·xk)) を出力するよ
うな (k + 1) × (k + 1)可逆ゲートである．ここで ⊕ は

排他的論理和を表す．x1, x2, . . . , xk はゲートの制御ビッ

トと呼ばれ，tは標的ビットと呼ばれる．CNOT回路は

CNOTゲートのみで構成される可逆回路である．k′ ≤ k

であるような k′-CNOT ゲートのみで構成されている

CNOT回路を k-CNOT回路という．

3 1-CNOT回路内の配線の値の計算

C の入力を x = (x1, x2, . . . , xn)とすると，次のこと
が示される．

定理 2 C が 1-CNOT回路であるならば，C の各配線 w

の値 w(x)を線型関数で表現することができる．

証明： まず，入力の第 iビット目の配線の値は xiで表す
ことができる．

i番目のゲートの前まで全ての配線の値が線型関数で

表現可能であると仮定し，i番目のゲートの出力について

考える．i番目のゲートが 0-CNOTゲートであるならば，

入力を a0⊕a1x1⊕a2x2⊕· · ·⊕anxn としたとき，出力は

(1⊕a0)⊕a1x1⊕a2x2⊕· · ·⊕anxn となり，線型関数で表現
することができる．i番目のゲートが 1-CNOTゲートであ

るならば，制御ビットの入力をa0⊕a1x1⊕a2x2⊕· · ·⊕anxn

とし，標的ビットの入力は b0 ⊕ b1x1 ⊕ b2x2 ⊕ · · · ⊕ bnxn

とする．このとき，ゲートの制御ビットの出力の値は入

力の値と同一であり，線型関数である．標的ビットの出
力の値は (a0 ⊕ b0)⊕ (a1 ⊕ b1)x1⊕, . . . ,⊕(an ⊕ bn)xn と
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なり，(a0 ⊕ b0), (a1 ⊕ b1), · · · , (an ⊕ bn) は定数であるの

で，線型関数で表現することができる．

定理 2より w(x)は係数ベクトル a = (a0, . . . , an) ∈

{0, 1}n+1で表現することができる．ゲートの数を gとす

ると，配線の総数は n+ gとなる．

定理 3 全ての配線wの値 w(x)はO(n(n+ g))時間で計

算可能である．

4 提案アルゴリズム

定理 1と 2より以下は自明である．

定理 4 T ⊆ {0, 1}nが n入力 1-CNOT回路 C に対して

完全であるための必要十分条件は，各配線W に対する

W (x)の係数ベクトル a = (a1, . . . , an) ∈ {0, 1}n+1に対

して，
(a1, a2, . . . , an) · x

T = 0 である入力 x ∈ T と

(a1, a2, . . . , an) · x
′T = 1 である入力 x

′ ∈ T

が存在することである．

次の 2つの補題も自明である．

補題 1 a = (a1, a2, . . . , an) ∈ {0, 1}n と x =

(x1, x2, . . . , xi) ∈ {0, 1}i(1 ≤ i < n)が与えられていると

する．このとき，aj = 1である j(i < j ≤ n)が存在するな

らば，a · x = 0 となる x = (x1, x2, . . . , xi, xi+1, . . . , xn)

と a ·x′ = 1となる x
′ = (x′

1, x
′

2, . . . , x
′

i, x
′

i+1, . . . , x
′

n)が

存在する．

補題 2 a = (a1, a2, . . . , an) ∈ {0, 1}n と x =

(x1, x2, . . . , xn) ∈ {0, 1}nが与えられているとする．この

とき，aj = 1である j(i < j ≤ n)が存在しない，すなわち
a = (a1, a2, . . . , ai, 0, . . . , 0)であるならば (a1, a2, . . . , ai)

と (x1, x2, . . . , xi)の内積の値は a · xと等しくなる．

以上の性質や補題 1，2を用いてアルゴリズムを構築
する．

アルゴリズム TESTSET(C)

Step 1: 検査入力集合 T に (0, 0, . . . , 0)を加える．

Step 2: 回路 C の各配線をベクトル表現に変形し，集合

W とする．
Step 3: i = 1とする．

Step 4: ai = 1であるベクトルに注目し，ai+1から anま

で値が全て 0 になるベクトルを集合W から探す．存在し

なければ xi = 1とし，Step6の処理を行う．

Step 5: Step 4 で見つけた各ベクトルの (a1, . . . , ai) と

(x1, . . . , xi) の内積が 1となるほうが多くなるように xi

の値を決め，内積が 1となるベクトルを集合W から削除

する．

Step 6: i 6= nならば i = i+1とし，Step4の処理へ戻る．

Step 7: 検査入力集合 T に，(x1, x2, . . . , xn)を加える．

Step 8: 集合W が空集合でなければ，Step3に戻り，空

集合ならば集合W を出力する．

ただし，検査入力を生成する際，xi の値が 1と 0の値の

どちらでも良い場合は 1を xi の値としている．
アルゴリズムTESTSET(C)によって生成されるT が

完全な検査入力集合であるかを証明する．

定理 5 T はCに対する完全な検査入力集合であり，|T | ≤

log(n+ g) + 1である．

証明： まず，検査入力 (0, 0, . . . , 0)を検査入力集合 T に
加えることで，全ての配線の値が 0の場合を得る．検査

入力の各ビットは，半分以上の配線の値を 1になるよう

に検査入力を決める．配線の値が 1になるベクトル集合

以外の残りのベクトル集合についてさらに処理を実行す

る．配線の数は常に半分以下になっていくので，やがて

集合W は空集合となる．空集合になった場合，全てのベ
クトルが 1になる検査入力を得たことになる．よって T

は C にとっての完全な検査入力集合となる．

このとき検査終了となる配線の数は n + g 以下なの

で，検査入力集合 T の大きさは log(n+ g) + 1で収まり，

|T | ≤ log(n+ g) + 1となる．

定理 6 アルゴリズム TESTSET(C) の時間計算量は

O(n(n + g))である．
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