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1． はじめに 

これまで，筆者等は青山等が提案したミルグラム条件

[1]が 6 次の隔たりの鍵となる指標と考え，ネットワーク

の数学的構造を研究してきた．それを使って，スモール

ワールドネットワーク[2]とスケールフリーネットワーク

[3]において，ミルグラム条件と一般化クラスタリング係

数の関係が全く違った振る舞いをする事を示した[4]．こ

の事は，情報の伝達に対する閉路の効果が，両ネットワ

ークでは，全く違っている事を意味している．この論文

では，スモールワールドネットワークとスケールフリー

ネットワークの中間的ネットワークモデルを 2種類考察し，

その違いを明確化する．さらに次数分布のエントロピー

が情報伝達に大きな影響を与えている事を示す．これに

より，それらのネットワークの情報伝達における閉路の

影響の相違が統一的に理解できる． 

2．2つのネットワークの比較 

2 つのネットワークを比較する前に，ミルグラム条件と

それに関連する概念について解説する． 

(1) j-string とは，ネットワーク上で，j ノードからなる紐

状の部分である． 

(2) Sjとはネットワーク上の j-stringの本数を示す． 

(3) S
＿

jとは非縮退[5]-[7]の j-stringの本数を示す． 

(4) p次一般化クラスタリング係数 C(p) [5]-[7]を以下の式

で導入する．

 
 

ただし Δpはネットワーク内で p本の枝を持つ多角形

構造の数である．従って，C(p)はネットワーク内の多

角形構造の量を表す一つの指標となる．これらの概

念および指標は，隣接行列を使い統一的に記述され

る[5]-[7]． 

(5) ミルグラム条件 Mn 

 
N はネットワークサイズ（ノード数）である．この条

件を満たせば，n 次の隔たりが成立していると考えら

れる[1]．この事から n を隔たり数と呼ぶ事にする．

尚，Mn が(2)式を満たす値より大きくなった場合は，

より n次の隔たりが容易になる．  

2.1. 2つのネットワークのミルグラム条件 

一般化クラスタリング係数の和 Xn を次の式で定義する． 

 

 

 
図１ スモールワールドネットワークの Xnと Mnの関係 

 

この Xnとミルグラム条件の左辺 Mnの関係をスモールワ

ールドネットワークで，隔たり数 n (n=3~6) ごとに評価し

たものを図１に示す[8]．ただし，スモールワールドネッ

トワークはニューマン・ワッツモデルで作成した[9]． 

図 1 を見ると，Xnが増加すると Mnが小さくなっている

事が分かる．Xnが増加するという事は，p 次一般化クラス

タリング係数 C(p)が平均的に増加しているという事を示し

ている．また，Mn が小さくなっているという事は n 次の

隔たりが起こりにくくなっているという事を示している．

これらの事から，スモールワールドネットワークでは， 

C(p)が大きくなると情報が伝わりにくくなる事が分かる．

つまりスモールワールドネットワークでは，ネットワー

ク内の閉路が，情報の伝達を阻害している事が分かる．

図 2は Xnと Mnの関係をスケールフリーネットワークにつ

いて評価したものである．ただし，スケールフリーネッ

トワークはコンフィグレーションモデルを使って作成し

た[8]．スケールフリーネットワークの次数分布は p(k) ∝ 

k-γで与えられるが，図 2 ではスケーリング指数 γは 1.8≦

γ≦4 の範囲で評価している．また，図 2 のグラフでは，

主に左下側のデータ点はγが大きい場合のものであり，
右上側のデータ点はγが小さい場合のものである．この
ようにスケールフリーネットワークでは，クラスタリン

グ係数 C(p)の値は，スケーリング指数 γ に依存している．

尚，図 1では隔たり数ごとにデータ点がストライプ状の構

造に分かれたため，４本の直線状のグラフになったが，

図 2 ではすべての隔たり数(n=3~6)で一本の直線状のグラ

フとなっている． 

図 2を見ると横軸の Xnが増加すると Mnが大きくなって

いる事が分かる．Xn が増加するという事は，C(p)が平均し

て増加しているという事を示している．また，Mn が大き

くなっているという事は，n 次の隔たりが満たしやすくな

っている事を示している．これらの事から，スケールフ

リーネットワークでは，クラスタリング係数 C(p)が大きく

なると情報が伝わりやすくなる事が分かる．つまりスケ

ールフリーネットワークでは，ネットワーク内の閉路の

数の増加が情報伝達を促進していることが分かる．結局， 
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図 2 スケールフリーネットワークの Xnと Mnの関係 

 

情報伝播のしやすさについての C(p)依存性がスモールワー

ルドネットワークと比べ，真逆になっているのである．

また，図 2 では，γ が小さいほど C(p)が大きくなるが，Mn

も大きくなり，情報が伝播しやすくなる事も分かる． 

尚，図 1と図 2から，両ネットワークにおける Xnと Mn

のおおよその定量的関係は以下であると考えられる． 

 
但し，Bn，a > 0，c > 0は図 1と図 2 のグラフの定量的分

析から評価される定数である[5],[10]． 

 

3．中間的ネットワーク 

前章で述べた Mn における C(p)依存性が，スケールフリ

ーネットワークとスモールワールドネットワークで逆で

あることに関して，両ネットワークの中間的ネットワー

クを 2 つの手法で作成し考察を深めた．ただし，Mn の代

わりに評価の容易な最短平均パス長 L を使用した．それ

は Mnが L と極めて良い相関が得られているため正当化さ

れる[5],[10]． 

(1) スケールフリーネットワークをスモールワールドネ

ットワーク化したネットワーク 

まず 1つ目の中間的ネットワークとして，スケールフリ

ーネットワークをスモールワールドネットワーク化した

ネットワークを作成する．そのために，まずバラバシモ

デル[2]で，サイズ N，γ=3 のスケールフリーネットワー

クを作成する．次に，このネットワークにおいて貼り替

え率 P の確率で，ハブと連結しているノード間に枝を貼

り，代わりにハブから出ている枝を削除する事によって

ネットワークを作成する．枝を貼る度に枝を削除してい

るので，最終的に全ノード数は一定になるようになって

いる． 

ここで頂点 vi における局所クラスタリング係数 Ci を次

の式で定義する[3]． 

 

 
 

但し ki は頂点 vi の次数で，ki≧2 である．また，Ciの全ノ

ード上での平均を Cとする． 

このように作成したネットワークで，C を貼り替え率 P

ごとに評価したものが図 3 の(A)，最短平均パス長 L を貼

り替え率 P ごとに評価したものが図 3 の(B)である．図 3

を見ると， Pの増加と共に， Cと Lが増加する事が分か 

 
             C 

  
（A） 

   L 

   
                P 

（B） 

図 3 スケールフリーネットワークをスモールワールド

ネットワーク化したネットワークにおける Pと C，および

Lの関係 

 

る．つまり閉路が増えると情報が伝達しにくくなってい

るのである．この特徴は，元来のスモールワールドネッ

トワークの特徴と一致している． 

(2) スモールワールドネットワークをスケールフリーネ

ットワーク化したネットワーク 

次に 2つ目の中間的ネットワークとしてスモールワール

ドネットワークをスケールフリーネットワーク化したネ

ットワークを作成する．そのために，まずネットワーク

サイズ N0 ，次数 4 の規則的円環格子を作成し，そこに次

数 4 の新たなノードをサイズ N になるまで優先的選択で

成長させるバラバシモデル[2]によってネットワークを成

長させる．この時，全ノード数 Nは一定になる． 

このネットワークで C と N0の関係を評価したものが図

4 の(A)，L と成長前のネットワークサイズ N0 の関係を評

価したものが図 4 の(B)である． N0が大きくなるにつれ，

スケールフリーネットワーク的ではなくなっていくが，

その時，図 4 を見ると， L も C も共に増加する事が分か

る．この特徴は先程と同じく，スモールワールドネット

ワークの特徴と一致している． 

以上の考察から，スケールフリーネットワークで指摘

されていた特徴[8]は，このようなモデルでは実現し得な

い事が分かる．コンフィグレーションモデルで作ったス

ケールフリーネットワークの図 2のような性質は，スケー

リング指数γの変化によって，C(p)の変化を実現した事で

生じた．一方，この論文のモデルでは，γ=3 を持つバラ

バシモデルに基づいて作成したネットワークであったた

め，図 2のようなスケールフリーネットワークの特徴が実

現しなかったと考えられる． 

更に，図 5では，スモールワールドネットワークをスケ
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ールフリーネットワーク化したネットワークにおいて，

Mn と N0 の関係が示されている．N0 が増加すると，Mn が

減尐しているので，L を評価した図 4 の(B)の結果と一致

している． 

また，図 6 において，N0 と個々の一般化クラスタリン

グ係数 C(p)（p＝3～6）の関係が示されている．これらを

見ると，C(3) は N0と共に増大するが，pが大きい場合は，

一般化クラスタリング係数 C(p) は一旦下がり，その後増大

している．スモールワールドネットワーク及び，折衷的

ネットワークにおいて閉路の増大は，最短平均パス長 L

の増加を促し，情報の伝播を阻害する役割がある事を指

摘して来た．しかし図 4（B）における Lの増加は N0が小

さい時は，大きい時と比べ緩やかである．一方，図 6のク

ラスタリング係数 C(3)は常に上昇しているが，C(4)，C(5)，

C(6)は一旦下がってから増大している．これらの振る舞い

が，L の増大を阻害していると考えられ，図 4(B)では N0

が小さい時に緩やかな増大が起こっていると考えられる． 

 

4．次数分布エントロピーS 

スモールワールドネットワークとスケールフリーネッ

トワークの情報伝達において，閉路の影響が真逆になる

という現象をどのように理解したらよいであろうか．ス

モールワールドネットワークにおいて，P を上げる事で，

情報が伝わりやすくなった．P を上げるという事は，ラン

ダムネットワークに近づけるという事である．スケール

フリーネットワークにおいて，γを下げる事で，情報が
伝わりやすくなった．γを下げると，よりランダムネッ
トワークに近づくと推測される．以上のことから，情報

伝達に本質的な事はランダムネスであるかも知れない．

それ故，ランダムネスの一つの指標であると考えられるエン 

 

       （A） 

 

 
（B） 

図 4 スモールワールドネットワークをスケールフリーネ

ットワーク化したネットワークにおける N0と C，および

Lの関係 

 
図 5  スモールワールドネットワークをスケールフリーネ

ットワーク化したネットワークにおける N0と Mnの関係 

 

トロピーS を導入して考察していく．ここでは Wang 等が

導入した次数分布のエントロピーによって Sを定義する事

にする[11]．  

    
 

ただし P(k)は次数分布である． 

スモールワールドネットワークをスケールフリーネッ

トワーク化したネットワークについて，S と N0 の関係を

評価したものが，図 7 に挙げられている．これを見ると

N0が大きくなるにつれて，次数分布エントロピーS が減尐

していく事が分かる．さらに，図 4，及び図 5 の結果から

N0が大きくなると L が大きくなり，Mn が小さくなるため，

情報伝達がしにくくなる事が分かっている．つまり，S が

下がると情報の伝達がしにくくなっている． 

又，スモールワールドネットワークでは，ショートカ

ットを入れる確率を大きくすると，L が小さくなり，S は

大きくなる．この事からスモールワールドネットワークでは 
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図 6 一般化クラスタリング係数 C(p) 

 

 
図 7  エントロピー 
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S が小さくなると L が大きくなり，情報が伝達しにくくな

る事が分かる．一方，スケールフリーネットワークでは，

明らかにスケーリング指数 γが大きいと次数分布エントロ

ピーS が減尐する．又，その時の情報伝達がしにくくなる

事が分かっている． 

結局，これらのネットワークでは全て，S が小さくなる

と情報の伝達がしにくくなる．従って，情報伝達に，よ

り本質的な量は，ネットワークに内在する閉路の影響で

はなく，乱雑さの指標を与えるエントロピーS である事が

分かる． 

 

5．まとめ 

 6 次の隔たりの分析には，ミルグラム条件が重要な役割

を演じる．筆者等によって，スモールワールドネットワ

ークとスケールフリーネットワークにおいて，ミルグラ

ム条件と一般化クラスタリング係数の関係が全く違った

振る舞いをする事が示されていた[4]．今回は，この一般

化クラスタリング係数のミルグラム条件に与える影響を，

より深く調べるため，スモールワールドネットワークと

スケールフリーネットワークをつなぐ折衷的ネットワー

クモデルを２つ考案し，それらのネットワークについて

考察した．その結果として，スケールフリーネットワー

クをスモールワールド化したネットワークでは，スモー

ルワールドネットワークの特徴が現れた．さらに，スモ

ールワールドネットワークをスケールフリーネットワー

ク化したネットワークでも，スモールワールドネットワ

ークの特徴が現れた．コンフィグレーションモデルで作

成したスケールフリーネットワークの特徴が現れなかっ

たのは，両ネットワークが，γを固定したバラバシモデ
ルに基づいたネットワークであったためであると考えら

れる．又，隔たり数に，より本質的な量は，ネットワー

クに内在する閉路の数ではなく，次数分布エントロピー

である事が示された．このことによって，この論文で議

論したネットワークの情報伝達における閉路の影響の相

違が統一的に理解できる． 
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