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あらまし 本稿は，[4], [5]で提案された分割表データの変数選択に関して、2値データの場合の問題を扱うものである．

目的変数に対して，より良い説明変数の組合せを選択する問題について，セルの条件付確率モデルの AICを利用した

逐次変数選択法の 1つである変数増減法を [4], [5]は提案した．データのカテゴリー数が 3個以上の場合には、その方

法で良好に動作する. 本稿では，2値データで選択されるべき説明変数の次数が低い場合，変数増減法では高い精度で

変数を選択できないことを示し，その解決法として，ブートスラップ法を用いることを提案する．ブートストラップ

法によって選択する変数の信頼性を評価し，信頼性の低い無駄な変数を選択しないようにする．この方法の有効性を

数値結果によって示す．
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Abstract This paper focused a problem in case of binay data about the variable selection method of contingency

table proposed in [4], [5]. [4], [5] proposed a stepwise variable selection method which used AIC of conditional prob-

ability model for searching best explanatory variable. We show a proplem that the method cannot select a correct

variable with high precision, when correct explanatory variable is low dimension on binary data. For the problem,

this paper suggests a method that use bootstrap method. We evaluate reliability of a variables to select using

bootstrap method and do not select a variableset that is low waste of reliability. We show the effectiveness of our

method by numerical experiment results.
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1. は じ め に

近年のインターネットの技術革新に伴い，消費者調査から社

会調査といった広い分野の調査がネットを介して行われている．

そのため，インターネットの関連技術によって安価で高速に大

量のサンプルを回収することにが可能になった．また，従来の

紙を使った調査では，さまざまなコストの問題で不可能だった

調査を可能にしている．Web調査以外の分野では，流通業に導

入された POSシステムによって，顧客がどの商品を買ったか

という購買履歴データが大量に安価に蓄積され，企業の意思決

定や商品戦略に役立てられている．これらのデータには，カテ

ゴリカルデータが多く含まれており，その分析方法の１つとし

て，対数線形モデルが挙げられる．また，購買履歴データなど

の商品を買った・買わなかったという 2値データを扱った分析

法としては，アソシエーション分析がよく用いられている．

カテゴリカルデータは，分割表の形で分析される場合が多い．

分割表のセルの確率モデルのモデル分析を [4], [5]が提案した．

その確率モデルに関して AIC を導出し，比較することによっ

て有効な分割表を選択する方法を提案している．特に，分割表

において目的変数をより有効に説明する説明変数の組合せを探
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表 1 分割表の例 (3 元分割表)

X0

X1 X2 1 2

1 1 16 22

2 34 44

2 1 78 32

2 33 54

total 1 94 54

2 67 98

す問題に焦点を当てており，その目的において適合度検定や対

数線形モデルに対しての優位性を述べている．

その説明変数の選択法として，[4], [5] は，逐次変数選択法の

1 つである変数増減法の適用を提案している．変数増減法は，

目的変数に対して有効な説明変数の組合せを選択する方法とし

て大変有効な方法である．しかしながら，2値データの場合に，

さまざまな問題が起こることがわかった．その問題点と解決法

を次章以降で述べる．

2. AICによる逐次変数選択法

2. 1 条件つき確率モデルのAIC

分割表の確率モデルの AICは，[4], [5]より，次のように定式

化される．データは，p + 1 個の変数 X0, · · · , Xp と，n 個の

サンプルによって構成されており，各々の変数は，C0, · · · , Cp

個のカテゴリー数をもつとする．X0 を目的変数とし，それ

以外を説明変数とする．変数選択の目的は，説明変数の集

合 I = {X1, · · · , Xp} k <= p に対してその任意の部分集合

J = {Xj1 , · · · , Xjk}が最も有効な説明変数の集合であるかを
識別する問題になる．この目的において，考える確率モデルは，

J のもとでの X0 の条件付き確率

p(x0 | x1, · · · , xi) = p(x0 | xj1 , · · · , xjk ) k <= i (1)

として考えることができる．尤度比検定統計量との対応を考慮

すると，その AICは

AIC(X0; J) = (−2)
X
x0

X
xj1

· · ·
X
xjk

n(x0, xj1 , · · · , xjk )

× log
n · n(x0, xj1 , · · · , xjk )

n(x0)n(xj1 , · · · , xjk )
+ 2(C0 − 1)

×(Cj1 · · ·Cjk − 1) (2)

で与えれる．n(x0, xj1 , · · · , xjk )は，変数X0, Xj1 , · · · , Xjk の

とる値 (x0, xj1 , · · · , xjk )に関する同時観測度数を表す．(2)は，

一般的な尤度ではなく条件つき対数尤度に基づいて導かれた

AICである．その導出については，付録で示している．

AICの例として，表 1の分割表が与えられた場合を考える．

考えられる説明変数の組合せと対応する AICは，表 2のよう

になる．変数選択の観点からみれば，AIC の値が最も低い変

数を説明変数として選択するので，この場合，X1X2 が選択さ

れる．

2. 2 AICを用いた逐次変数選択法

(2)の AICを変数選択の規準に用いると，変数増減法の動作

表 2 表 1 の分割表の AIC

k J AIC

0 ∅ 0

1 X1 -3.136

1 X2 -14.546

2 X1X2 -20.937

は次のようになる．変数増減法は，変数増加と変数減少の 2つ

のステップを繰り返す．変数増加ステップでは，加えた変数の

組合せが，最も低い AIC をもてばその変数を実際に加え，変

数減少ステップでは，削除した変数の組合せが，最も低い AIC

をもてば，その変数を実際に削除する. 変数増減法は，最初，

説明変数が 3 変数になるまで変数増加ステップ行い，その後，

変数減少ステップ，次に変数増加ステップを行い，変数が更新

されなくなるまでそれらのステップを繰り返す．

変数増減法の他に変数減増法の適用が考えられるが，変数の

個数が多いとき，高次の分割表を考えなければならない．その

ため，0セルが多く出現し，分割表の変数選択の問題への適用

を困難にする場合がある．その意味で逐次的に変数を増加させ

ていく変数選択法のうち，変数増加法の欠点を補った変数増減

法が適切であるといえる．

3. 2値データにおける問題

上述した目的変数を有効に説明する説明変数の選択問題につ

いて，[4], [5]で提案するように (2)の AICを用いた変数増減法

を適用する方法が有効である．このような選択問題に対して，

総当り法を適用すると明らかに変数が多い場合に破綻する．逐

次的な方法は，最適の説明変数の組合せを探すことできない可

能性を含むが，それとトレードオフの関係で圧倒的に計算コス

トが低い．現実的な範囲において，有効な変数を選択する方法

として十分に機能するため，一般的によく利用されている．し

かし，その変数増減法では，2値型データを含めた変数のカテ

ゴリー数が低い場合に，選択精度が低くなる傾向があることが

シミュレーションによって確認した．その実験方法と結果を以

下に示す．

選択精度をシミュレーションによって確認するため，以下のよ

うに人工データの生成する．複雑さを避けるために，すべて同じ

カテゴリー数 z をもつとする．すなわち，C1 = · · · = Cp = z.

目的変数をX0，k次の説明変数をX1, · · · , Xkとする．いま，z

値データにおける X0, · · · , Xk は, X0, · · · , Xk の zk+1 個のと

りうるすべての実現値を全事象 Ωとしたときに，要素 Ei ∈ Ω

が確率 pi (i = 1, · · · , zk+1)に従って生起するように生成する．

ただし，pi は，p1 + · · ·+ pzk+1 = 1の制約のもとで一様分布

U [0, 1]に従う乱数によってあたえる．例えば，z = 2, k = 1の

とき Ω = {E1, E2, E3, E4}となり，X0, X1 の 2次元確率分布

は表 3のようになる．残りの変数 Xk, · · · , Xp は，互いに独立

な 0.5のベルヌーイ乱数とする．データは，15変数，4000サ

ンプルとして，10000回のシミュレーションを行う．そのとき

の変数の選択率を表 4に示す．

表 4より，明らかに 2値データ (z = 2)の k = 1, 2, 3では，
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表 3 z = 2, k = 1 の確率分布の例

event X0 X1 probability

E1 1 1 p1

E2 1 2 p2

E3 2 1 p3

E4 2 2 p4

total p1 + p2 + p3 + p4=1.0

表 4 変数増減法の選択率 (%)

z

k 2 3 4

1 6.59 68.36 99.24

2 18.52 99.25 100.00

3 47.73 99.98 99.98

4 83.72 99.78 87.95

表 5 2 値データにおける変数の選択割合 (%)

k

selected variables 1 2 3

(1) {X1, · · · , Xk} 6.59 18.52 47.73

(2) ∅ 0.24 0.04 0.00

(3) including {X1, · · · , Xk} 86.87 78.41 51.59

(4) not including {X1, · · · , Xk} 6.30 3.03 6.8

total 100.00 100.00 100.00

z > 2に比べて変数の選択率が極端に低いことがわかる．逆に，

2値データ以外のデータに対して，変数増減法は非常に強力な

変数選択法であることがわかる．次に，2値データ (k = 1, 2, 3)

における選択した変数の構造に注目する．表 4の 2値データで

選択した変数について，表 5は，次の 4つの変数の選択割合を

表す．

（ 1） 正しい変数 {X1, · · · , Xk}
（ 2） 説明変数として何も選択されていない

（ 3） {X1, · · · , Xk}が含まれている変数 (超集合)

（ 4） {X1, · · · , Xk}が含まれていない変数
表 5より，各 kにおいて，正しい変数 {X1, · · · , Xk} を含んだ
変数が，正しい変数 {X1, · · · , Xk}よりも多く選択されている．
これは，変数増減法が適切な変数の個数で終了せずに余分な変

数を多く加えていることを意味する．

以上の結果より，2値データで k <= 3の場合，無駄な変数く

取り込んでしまうことがわかった．これは，カテゴリー数が少

ない，特に 2値データのような 2カテゴリーの場合，目的変数

に対してまったく独立に生成した変数であっても，確率的に有

効な説明変数になってしまうためである．それは，たまたま有

効な変数になっただけであり，そのデータの発生の背景を考慮

すれば，選択されるべき変数ではない．よって，2値データに

ついて変数選択を行う場合，2 値データの不安定さを考慮し，

変数増減法に余計な変数を選択しないよう仕組みを導入する必

要がある．その仕組みにブートストラップ法を導入することを

提案する．

4. ブートストラップ法を用いた変数増減法

[1] によって提案されたブートストラップ法はリサンプリン

グ法の 1つである [2]．ブートストラップ法はさまざまな分野で

応用されており，パラメーターの信頼区間の構成，系統樹推定

の信頼性評価にも利用されている．また，バギング (bagging;

bootstrap aggregating)もブートストラップ法に基づいた方法

であり，不安定な解を安定させ精度の向上に機能する方法とし

て利用されている．

前述の実験結果を受け，変数増加法において変数の次元が低

いときの増加ステップで無駄な変数を取り込まないようにする

ために，増加ステップだけにブートストラップ法を適用する．

変数増減法に限らず AIC を用いた変数選択法は，各ステップ

の AICの比較で，より低い AICをもつ変数を選択する．

X を n× pのデータ行列とする．変数増減法において，デー

タX から計算されるAICの各比較によって選択される変数は，

データによって AICが変化するのでX の関数となり，AICが

データから計算する統計量であること考慮して ŝ(X) と書く．

ブートストラップ法を適用した変数増減法は，s(X)が信頼で

きる変数なのか，すなわち，AICの大小関係が信頼できるもの

かどうかを測るために，X からの B 回のブートストラップ複

製X∗
1,X

∗
2, · · · ,X∗

b から，s(X∗
b ) = ŝ(X)となる回数

L = # {ŝ(X) = s(X∗
b), b = 1, · · · , B} (3)

を数えて，

L

B
>= α

となる ŝ(X)を選択する．L
B

< αであれば s(X)に関するAIC

の関係は信頼できないので選択しないものとする．ただし，X∗
b

のサンプルサイズは n とする．本提案方法では，オリジナル

データにおいて加えた変数がより低いAICを持つ場合に，ブー

トストラップ確率によってその変数を加えるかどうかの判断を

行なう．これは，変数を増加させる観点からは，保守的な方法

であるが，ブートストラップの計算コストを大幅に減らすこと

ができる．

このように，ブートストラップ法を変数増加法に用いること

によって，不安定な 2値データに対してその信頼性を評価する

ことにより，無駄な変数をできるだけ選択しないようにする．

この方法の有効性をシミュレーションによって確認する．

5. 比 較 実 験

ブートストラップ法による選択精度の改善をシミュレーショ

ンによって確認する．人工データの生成方法は，3章で用いた

方法と同じであり，データサイズは，10変数, 10000サンプル

である．ブートストラップ反復回数 B = 1000, 200の各々のも

とで，300回のシミュレーションを行う．αは，一般的に用い

られている有意水準の 5%に基づいて，α = 0.95とした．ブー

トストラップを行わない通常の変数増減法 (Normalと記す)と

ブートストラップを適用した方法 (Bootstrapと記す)の変数の

選択率を表 6に示す．
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表 6 変数の選択率の比較 (%)

B = 200

z = 2 z = 3 z = 4

k Normal Bootstrap Normal Bootstrap Normal Bootstrap

1 29.0 93.3 85.6 96.0 100.0 100.0

2 47.3 94.3 100.0 100.0 100.0 100.0

3 81.6 98.6 100.0 100.0 100.0 100.0

4 95.0 97.3 100.0 100.0 100.0 100.0

B = 1000

z = 2 z = 3 z = 4

k Normal Bootstrap Normal Bootstrap Normal Bootstrap

1 28.6 89.0 85.3 98.6 100.0 100.0

2 50.3 97.0 99.6 99.6 100.0 100.0

3 77.0 97.0 100.0 100.0 100.0 100.0

4 93.6 98.3 100.0 99.6 100.0 99.6

表 6より，問題となっていた 2値データの変数の選択率が改

善されているのが確認できる．また，2値データ以外の z > 2

において，ブートストラップを適用しても，もともと高い選択

率に悪影響を及ぼしていないことがわかる．B = 200のブート

ストラップ複製でも，B = 1000と同等の選択率を向上させる

能力があることがわかる．

6. 実データの適用例

実際のデータに対しての提案手法の適用例を示す．用いる

データは，表 7 の 1008 人に対する洗剤の選好データ [3] であ

る．銘柄を目的変数 X0 として，このときの可能な全て説明変

数における (2)の AICの値は，表 8のようになる． AICの値

表 7 洗剤選好データ

硬度 (X3)

使用経験 (X1) 水温 (X2) 好み (X0) 硬水 中位 軟水

なし 低温 銘柄 X 68 66 63

銘柄 M 42 50 53

高温 銘柄 X 42 33 29

銘柄 M 30 23 27

あり 低温 銘柄 X 37 47 57

銘柄 M 52 55 49

高温 銘柄 X 24 23 19

銘柄 M 43 47 29

表 8 説明変数の AIC

explanatory variable-set AIC

X1X2 -21.16

X1 -18.58

X1X3 -16.19

X1X2X3 -10.82

X2 -2.36

X3 3.60

X2X3 5.17

より，最小の値をもつ説明変数の組合せとしてX1X2 が選択さ

れる必要があり，変数増減法を用いると X1X2 が選択される．

一方，提案方法を用いた 1000回シミュレーションでは，X1 が

100%の選択率で選択された．ただし，このときのブートスト

ラップ複製は 1000回である．提案手法で X1 が選ばれるのは，

X1X2とX1のAICの値がそれぞれ-21.16と-18.58であり，そ

の差が小さいためにブートストラップ複製によって明確な大小

関係が成り立つとは言えないという結論に至るためである．こ

のことは，X1の AICの値と分割表の可視化という観点からも，

より自然な結果を与えるといえる．

7. ま と め

本稿では，2値データにおける変数増減法の選択率低下の問

題を指摘し，その改善方法として，変数増減法の増加ステップ

にブートストラップ法の適用を提案した．シミュレーションを

用いた実験によってブートストラップ法が，その問題に対して

有効に機能することがわかった．

ブートストラップ法を用いても 2値データ以外のデータに関

して，選択率を低下させる影響がないためにユニバーサルな方

法であるといえる．また，少なくとも 200回ほどのブートスト

ラップ複製でも十分に効果があり，そのため，計算コストもあ

まり問題にならないといえる．
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付 録

ここでは，[4] [5]より，確率モデル

p(x0, x1, · · · , xk) = p(x0|x1, · · · , xk)

の AIC の導出方法を示す．いま，データには p + 1 個の変数

Xj (j = 0, 1 · · · , p)があり，変数Xj は値 1, · · · , Cj をとる．k

個の変数からなる任意の変数集合 c = {X0, · · · , Xk} (k <= p+1)

が値 x0, · · · , xk をとる確率を p(x0, · · · , xk)とし，対応する観

測度数を n(x0, · · · , xk)とすると，

C0X
x0=1

· · ·
CkX

xk=1

p(x0, · · · , xk) = 1 (A·1)

C0X
x0=1

· · ·
CkX

xk=1

n(x0, · · · , xk) = n (A·2)

である．ただし，n はサンプルサイズである．母集団が十分

大きいとすると，確率 p(x0, · · · , xk)の下での観測度数の集合

n(x0, · · · , xk)が得られる確率は，多項分布
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M(n(x0, · · · , xk)|p(x0, · · · , xk))

=
n!

C1Y
x0=1

· · ·
CkY

xk=1

n(x0, · · · , xk)!

×
C0Y

x0=1

· · ·
CkY

xk=1

p(x0, · · · , xk)n(x0,··· ,xk)

で与えられる．いま，n(x0, · · · , xk) が与えられたもとでの

p(x0, · · · , xk) の対数尤度関数 l(p(x0, · · · , xk)|n(x0, · · · , xk))

は，p(x0, · · · , xk)に無関係な定数項を無視すれば

l(p(x0, · · · , xk)|n(x0, · · · , xk))

=

C0X
x0=1

· · ·
CkX

xk=1

n(x0, · · · , xk) log p(x0, · · · , xk) (A·3)

で与えられる．一般に成り立つ関係

p(x0, x2, · · · , xk) = p(x0|x1 · · · , xk)p(x1, · · · , x0) (A·4)

を，(A·3)に代入すると，その右辺は，

C0X
x0=1

· · ·
C1X

xk=1

n(x0, · · · , xk) log p(x0|x1, · · · , xk) +

C1X
x1=1

· · ·
CkX

xk=1

n(x1, · · · , xk) log p(x1, · · · , xk) (A·5)

となる．この第 2項を無視し，第 1項だけを用いて，新たに

l(p(x0|x1, · · · , xk))

=

C0X
x0=1

· · ·
CkX

xk=1

n(x0, · · · , xk) log p(x0|x1, · · · , xk) (A·6)

を考える．この形で定義される対数尤度を条件付き対数尤度と

よぶ．いま，確率モデル

p(x0, x1, · · · , xk) = p(x0|x1, · · · , xk)

を考えると，この AICは制約条件

C0X
x0=1

p(x0|x1, · · · , xk) = 1 xi = 1, · · · , Ci (i = 1, · · · , k)

(A·7)

と (A·6)における最尤推定量を考慮すると

(−2)

C0X
x0=1

C1X
x1=1

· · ·
CkX

xk=1

n(x0, x1, · · · , xk)

× log
n · n(x0, x1, · · · , xk)

n(x0)n(x1, · · · , xk)
+ 2(C0 − 1)(C1 · · ·Ck − 1)

となる．
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