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Dixonらによるランダムなラベルなしグラフ生成アルゴリズムの
実際的な実装とその性能評価
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あらまし 近年，データベースで管理される情報は，半構造データやグラフ構造をもつデータへと広がっている．グラ

フを対象としたシステムの性能を評価するためには，多様なグラフからなるテストデータが必要となる．そこで我々

は，頂点数 nのラベルなしグラフをランダムに生成するアルゴリズムを開発した．ここでいうランダムとは，頂点数 n

互いに同型でないすべてのラベルなしグラフの集合の中から 1つのグラフを等確率で取り出すことを意味する．Dixon

らはこの目的のための効率的なアルゴリズムを示したが，彼らのアルゴリズムは計算が困難な頂点数 nの互いに同型

でないラベルなしグラフの数 Gn を入力として与える必要がある．本研究では，完全にランダムなグラフの出力は保

証できないが，Gn を必要としないアルゴリズムを提案する．また，そのアルゴリズムを実装し，性能評価を行った．
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図 1 頂点数 4 の互いに同型でないラベルなしグラフの集合

1. は じ め に

近年，データベースで管理される情報は，XMLなどの半構

造データや化学式などのグラフ構造をもつデータへと広がって

いる．それに応じて，このような複雑な構造をもったデータを

対象としたデータマイニング (グラフマイニング) 等の研究が

行われている ( [11]など)．グラフを対象としたシステムの性能

を評価するためには，テストデータとして，目的に応じた特徴

をもつグラフ集合が必要であり，しばしば偏りのないグラフ集

合が必要となる．

本研究の目的は，頂点数 nのラベルなしグラフをランダムに

生成する実際的なアルゴリズムの実装である．ここでいうラン

ダムとは，頂点数 nの互いに同型でない全てのラベルなしグラ

フの集合の中から 1つのグラフを等確率で取り出すことを意味

する．具体例として，図 1に頂点数 4の互いに同型でないラベ

ルなしグラフの集合を示す．

例えば，頂点数 nのラベルなしグラフに対する，あるアルゴ

リズムの実行速度を評価することを考える．頂点数 nのラベル

表 1 頂点数 n のラベルなしグラフの数 Gn

n Gn

1 1

2 2

3 4

4 11

5 34

6 156

7 1044

8 12346

9 274668

10 12005168

11 1018997864

12 165091172592

13 50502031367952

なしグラフの数 Gn は，n の増加に伴い非常に大きくなり (表

1)，nがある程度大きいと Gn 個のグラフの実行速度を測定す

ることは現実的ではない．しかし，頂点数 nのラベルなしグラ

フをランダムに出力するジェネレータがあれば，いくつかのラ

ンダムに生成されたグラフの実行速度を測定することで，頂点

数 nのラベルなしグラフに対する実行速度を推定できる．

Dixonらは，群の作用を利用した効率的なグラフ生成アルゴ

リズムを提案した [1]．しかし，彼らのアルゴリズムには非常

に大きな計算コストを必要とする可能性があり，実際的なアル

ゴリズムではない．また，Gn を既知の定数としている．Gn を

計算する際のコストは極めて大きく，その値は著者の知る限り

140頂点までしか判明していない [14]．

本研究では，彼らのアルゴリズムを元に，これらの問題を改

善した実際的なアルゴリズムを提案する．また，提案アルゴリ

ズムを実装し，実行時間，ランダム性について評価を行った．



図 2 分 割 関 数

2. 関 連 研 究

本研究は，Dixonらによる群の作用を利用したランダムなラ

ベルなしグラフ生成アルゴリズムを元にしている [1]．Wormald

による [6]は本研究とは違った手法で彼らのアルゴリズムを改

良している．

Kerber は群の作用の利用を，ラベルなしグラフだけではな

く，ラベルのない構造に広げて，その全てを列挙する手法やラ

ンダムに選択する手法を提案した [2]．同様に Goldberg によ

る [8]もラベルのない構造を対象にしたランダムな選択に関す

る研究である．Zitoらはラベルのない構造をランダムに生成す

る並列アルゴリズムを提案している [7]．

表 1のラベルなしグラフの数は [4]を参考にして数え上げた．

群の作用を利用したランダムなラベルなしグラフ生成には，

整数の分割の生成が必要である．Zoghbi らはさまざまな整数

の分割生成アルゴリズムを対象とした計算量の比較実験結果を

示した [5]．

3. 準 備

Dixonらのアルゴリズムは整数の分割に関する研究や群論の

アイデアを利用している．この章では，その基本的な言葉や定

義などの説明をしていく．[12] [13]などを参考にした．

3. 1 整数の分割

整数の分割とは，1つの正整数をいくつかの正整数の和に分

ける仕方のことである．たとえば，4の分割は

4 = 4

4 = 3 + 1

4 = 2 + 2

4 = 2 + 1 + 1

4 = 1 + 1 + 1 + 1

である．このとき，分けられた 1つ 1つの正整数を和因子とい

う．上記の標準的な分割の表現に対して，nの分割を iの和因

子 (以下 和因子 i) の数 ki で (k1, k2, · · · , kn) と表す重複度に

よる表現がある．分割の標準的な表現と重複度による表現の対

応を例で示す．

4 (0,0,0,1)

3+1 (1,0,1,0)

2+2 ⇐⇒ (0,2,0,0)

2+1+1 (2,1,0,0)

1+1+1+1 (4,0,0,0)

nの分割の総数を表す関数を p(n)と書いて分割関数という．

分割関数は nの増加に従い，急速に大きくなる．図 2は分割関

数の値のグラフである．

3. 2 群 論

3. 2. 1 置 換 群

集合 {1, 2, · · · , n} から自分自身への全単射を n 文字の置換

という．置換 σ を次のように表す．

σ =

 
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4

!

さらにこれを，

σ = (132)(45)

とも表す．ここで例えば，(1 3 2) は 3 項巡回置換といい，

1 7→ 3 7→ 2 7→ 1のように巡回的に文字を写像する置換を表す．

任意の置換は，互いに交わらない巡回置換の積に分解できる．

そこに現れる 1つ 1つの巡回置換を巡回置換成分と呼ぶ．置換

σ が i項巡回置換成分を ki 個持つとき，〈k1, k2, · · · , kn〉を置
換 σ の巡回置換型という．

集合Xから自分自身への全単射全体の集合を S(X)と書くと，

S(X)は写像の合成を積として群を成す．特に，S({1, 2, · · · , n})
を n次対称群といい，Sn と書く．対称群の部分群を置換群と

いう．図 3は，n次対称群の具体的な例である．

3. 2. 2 群 の 作 用

群 (G, ◦)と集合 X に対して，写像・: G×X → X が

（ 1） 全ての g1, g2 ∈ Gに対して，g1・(g2・x) = (g1 ◦g2)・x

（ 2） 全ての x ∈ X に対して，e・x = x(eは Gの単位元)

を満たすとき，X へ Gが・によって作用しているという．

群 Gが集合 X に作用しているとき，X の二つの元が Gの

元によって移り会うという関係を同値関係という．この同値関

係による同値類を軌道という．また，X 中の Gの軌道全体の

集合を G\X と書いて X の Gによる商空間という．

群 Gが集合 X に作用しているとき，Gの元 g の作用によっ

て，他の元に移らない X の元全体の集合を Xg と書いて g に

よる X の不動点集合とよぶ．

群 Gの二つの元 α, β に対して，α = gβg−1 を満たす g ∈ G

が存在するとき，αと β は共役であるという．また，共役によ

る同値類を共役類という．

3. 2. 3 n次対称群の共役類

n次対称群の元の共役類は，その巡回置換型 〈k1, k2, · · · , kn〉
で定まる (詳細は [13])．したがって，1k1 +2k2 + · · ·+nkn = n

に注意すると，n 次対称群の共役類は n の分割と 1 対 1 対

応になることがわかる．巡回置換型 〈k1, k2, · · · , kn〉に定まる
n 次対称群の共役類を [(k1, k2, · · · , kn)] で表す．その位数は

n!/
Pn

i=1(i
kiki!)で求まる (詳細は [3])．



図 3 3 次対称群 S3

図 4 頂点数 3 のラベルつきグラフの集合M

図 5 頂点の置換に誘導される辺の置換とそれに伴うグラフの置換

4. Dixonらによるアルゴリズム

ここでは，Dixonらによるアイデアを説明していく．

4. 1 軌道によるラベルなしグラフの表現

頂点数 n のラベルつきグラフの集合M(図 4) を考える．

α ∈ Mの頂点を置換するとき，誘導される辺の置換 (図 5)を

定義する．

［定義 1］ (辺の置換) S
(2)
n を自然数 1, 2, · · · , n の対の集合上

の置換群とし，置換 σ ∈ Sn に誘導される置換 σ∗ ∈ S
(2)
n を

σ∗({i, j}) = {σ(i), σ(j)}で定義する．
このとき，αにどのような σ∗ ∈ S

(2)
n が作用しても，αは α

と同型なグラフにしか置換されない．また，全ての σ∗ ∈ S
(2)
n

を作用させれば，αは集合M内の αと同型なグラフを全て網

羅するように置換される．よって，商空間 Sn\MはMを同型

なグラフに分割する．

図 6はMへの Sn の辺の置換による作用の例である．図 4

と合わせて見ると，同型なグラフ同士の移り合いの様子がわか

る．また，図 7はその商空間を表している．

以上から，Mへ Sn が辺の置換により作用するとき，1つの

軌道は 1つのラベルなしグラフに対応していることがわかる．

4. 2 ランダムな軌道の選択アルゴリズム

集合 X への群 Gの作用に定まる軌道をランダムに選択する

アルゴリズム Random Orbitを求める．次の定理 1,2はよく知

られている [1]．

［定理 1］ 任意の軌道 ω ∈ G\X について次式が成り立つ．

|{(g, x) | g ∈ G, x ∈ ω ∩Xg}| = |G| (1)

定理 1は，全ての不動点集合 Xg(g ∈ G)を結合したリスト

が与えられたとき，ある軌道に含まれる全ての元をリストの中

から数え上げるとちょうど |G|個になることを示している．こ
こで重要なのは全ての軌道について，数え上げた値が等しいこ

とである．つまり，このリストの中から 1つの元をランダムに

取り出すことは，商空間から１つの軌道をランダムに選択する

ことに等しい．

［例 1］ 頂点数 3 のラベルつきグラフの集合M(図 4) へ対称

群 S3(図 3) が辺の置換 (図 5) により作用するとき，不動点集

合と商空間 (図 7)は次のようになる．

M = {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8}
S3 = {σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6}
σ1 = e

σ2 = (23)

σ3 = (13)

σ4 = (12)

σ5 = (123)

σ6 = (132)

不動点集合

Mσ1 = {α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7, α8}
Mσ2 = {α1, α2, α5, α8}
Mσ3 = {α1, α3, α6, α8}
Mσ4 = {α1, α4, α7, α8}
Mσ5 = {α1, α8}
Mσ6 = {α1, α8}

商空間

Sn\M = {ω1, ω2, ω3, ω4}
ω1 = {α1}
ω2 = {α2, α3, α4}
ω3 = {α5, α6, α7}
ω4 = {α8}
このとき，ω1 に含まれる元は全ての不動点集合に 1

つずつあり，合計は 6．ω2 に含まれる元は Mσ1 に 3 つ，

Mσ2 ,Mσ3 ,Mσ4 にそれぞれ 1つずつあるので，合計は 6とな

る．同様にして，残りの軌道についても合計は 6となることが

確認できる．つまり，Mσ1 からMσ6 のリストから元を１つ取

り出すことは，S3\Mから軌道を１つ取り出すことに等しい．

ここまでで，ランダムに軌道を選択できる．次に，共役類を利

用することでリストからの元の選択を効率化する．その際に，

次の定理が有効である．



図 6 集合M への対称群 S3 の辺の置換による作用

図 7 商空間M\S3

［定理 2］ 2 つの元 g, h ∈ G が共役であるとき，任意の軌道

ω ∈ G\X について次式が成り立つ．

|Xg ∩ ω| = |Xh ∩ ω| (2)

また，式 (2) を全ての軌道について足し上げると次式が得ら

れる．

|Xg| = |Xh| (3)

定理 2についても，例 1で示した不動点集合，商空間と照ら

し合わせればわかりやすい．

［定理 3］ 不動点集合の結合リストから，元を 1つランダムに

選択する際，選択された元が共役類 C の元による不動点集合に

含まれている確率で C を選択し，その後，C の任意の元の不

動点集合の中から，元を 1つランダムに選択しても，ある元が

選択される確率は変わらない (証明は [1])．

［例 2］ 例 1の場合で見る．S3の共役類は巡回置換型で定まる．

C1 = {σ1} = {(1)(2)(3)} = [(3, 0, 0)]

C2 = {σ2, σ3, σ4} = {(1)(23), (2)(13), (3)(12)} = [(1, 1, 0)]

C3 = {σ5, σ6} = {(132), (123)} = [(0, 0, 1)]

このとき，まず，C1を 1∗8
24
，C2を 3∗4

24
，C3を 2∗2

24
で選択する．

その後，C の元を任意に選択し (それぞれ 1
1
, 1

3
, 1

2
)，その不動

点集合の中から，ランダムに 1
8
, 1

4
, 1

2
で元を選択しても，最終

的な確率は 1
24
である．

ここで，C の元を任意に選択しているのは，式 (2)より，C

の全ての元の不動点集合について，任意の軌道に属する数が等

しいからである．例えば，

Mσ2 = {α1, α2, α5, α8}
Mσ3 = {α1, α3, α6, α8}
Mσ4 = {α1, α4, α7, α8}

のリストの中から元を１つ選択する場合と，

Mσ2 = {α1, α2, α5, α8}

の中から元を１つ選択する場合とでは，ある軌道が選択される

確率が等しい．

これを一般化する．群 Gの共役類を C1, C2, · · · , Cm とする

とき，Ci の重みを w(Ci) = |Ci| |Xgi | (gi ∈ Ci)と定義し（こ

のとき，式 (3)により w(Ci)は gi の選択に依らない．），Ci を

選択する確率を

Prob(Ci) =
w(Ci)Pm

k=1 w(Ck)
(4)

とする．

以上より，集合 X への群 G の作用に対して定まる軌道

ω ∈ G\X をランダムに選択するアルゴリズム Random Orbit

を導出する．

Random Orbit(X, G)¶ ³

1: 確率 Prob(C)で群 Gの共役類 C を選択する

2: Xg(g ∈ C)の中から元 xを 1つランダムに選択する

3: return xを元に持つ軌道 ω

µ ´
4. 3 ランダムなラベルなしグラフ生成アルゴリズム

頂点数 nのラベルつきグラフの集合Mへの Snの辺の置換に

よる作用に定まる軌道をアルゴリズムRandom Orbit で選択す

るアルゴリズム Random Unlabelled Graphを考える．ここで

複雑なのは，共役類の重みの計算である．これは共役類に対応

する nの分割の値から求まる．nの分割を π = (k1, k2, · · · , kn)

とおくと，重みの定義から次式が得られる．

w([π]) = |[π]| |Mσ| , (σ ∈ [π]) (5)

［定理 4］ 置換 σ を巡回置換の積に分解したときの巡回置換成

分の数を q(σ)とおくと

|Mσ| = 2q(σ∗) (6)



[証明] 　Mσ は，σ∗ の作用により自身に置換されるグラフ

α ∈ Mを集めた集合である．グラフ αがこの条件を満たすた

めには，σ∗ において，同じ巡回置換成分に属する辺が全て存

在するか，全て存在しないかでなければならない．したがって，

Mσ の位数は σ∗ の全ての巡回置換成分から集合 {0, 1}への写
像の数に等しい．

［定理 5］ 置換 σ ∈ [π](π = (k1, k2, · · · , kn))が誘導する辺の

置換 σ∗ の巡回置換成分の数 q(σ∗)は次式で求まる (詳細は [3]

など)．

q(σ∗) =
X

i

i(kiC2 + k2i + k2i+1) +
X
r<s

gcd(r, s)krks (7)

ここで，gcd(r, s)は r と sの最大公約数を表す．

式 (5)～(7)より，重みが次式で求まる．

w([π]) =
n!2q(σ∗)

Pn
i=1(i

kiki!)
(π = (k1, k2, · · · , kn)) (8)

頂点数 nのラベルなしグラフをランダムに選択するアルゴリズ

ム Random Unlabelled Graphを導出する．

Random Unlabelled Graph(M, n)¶ ³

Ensure: M =頂点数 nのラベルつきグラフの集合

1: nの分割 π を確率 Prob([π])で選択する

2: Mσ(σ ∈ [π])の中からグラフ αを 1つランダムに選

択する

3: return α
µ ´

5. Dixonらのアルゴリズムの実装と提案手法

Random Unlabelled Graphアルゴリズムは工夫なしで実装

すると，p(n)回のループ処理が必要であり，計算コストが極め

て大きくなる (Simple Algorithm)．そのため，アルゴリズムを

実際に使用するためには何らかの工夫が必要である．Dixonら

は，非常に大きな確率で p(n) 回のループ処理を O(1) 回とす

るアルゴリズムを提案した (Dixon/Wilf Algorithm)．しかし，

Dixon/Wilf Algorithm には，入力として Gn を必要とすると

いう問題と非常に小さな確率だが，p(n) 回のループ処理を必

要とするという問題があるため，実際的ではない．我々は，彼

らのアルゴリズムを改変した実際的なアルゴリズムを提案する

(Practical Algorithm)．

5. 1 Simple Algorithm

Random Unlabelled Graphアルゴリズムの単純な実装は以

下のようになる．

Simple Algorithm(n, p(n))¶ ³

1: nの分割 π1, π2, · · · , πp(n) を全て生成する

2: for i = 1 to p(n) do

3: 重み w([πi])を計算する

4: 重みの累積 a([πi]) = w([πi]) + a([πi−1])を計算す

る (初期値 a([π1]) = w([π1]))

5: end for

6: １から a([πp(n)])までの自然数 rをランダムに生成し，

a([πs−1]) < r <= a([πs])を満たす sを求める

7: 任意の σ ∈ [πs]について，σ∗ を計算し，巡回置換の

積に分解する

8: for σ∗ の全ての巡回置換成分 do

9: ０か１をランダムに割り当てる

10: end for

11: return １が割り当てられた巡回置換成分に含まれる

辺から成るグラフ x

µ ´
Simple Algorithm は，ラベルなしグラフを完全にランダム

に生成する．また，N 個のグラフを生成するときは，6～11ス

テップを N 回繰り返せばよい．しかし，Simple Algorithmで

は，分割の生成と重みの計算を p(n) 回行う必要がある (1～5

ステップ)．p(n)は nの増加とともに急速に大きくなり (図 2)，

実際的な計算量ではない．そこで Dixonらは，p(n)回のルー

プ処理を回避するため，分割を選択するための 1～5ステップ

の代わりに別の手法を用いた．

5. 2 Dixon/Wilf Algorithm

Dixonらは，少数の和因子１の数が多い分割によって，重み

の合計の大部分が占められていることを利用し，p(n)の計算量

を回避する方法を提案した．次の定理を用いると，重みの合計

を頂点数 nのラベルなしグラフの数 Gn から求めることができ，

重みの合計を求めるために p(n)個の分割の重みを計算する必

要がない．ここで Gn は既知の定数として，事前に与えられて

いることを前提としている．

［定理 6］（バーンサイドの定理）集合X 上に群 Gが作用する

とき，その軌道の数は次式で与えられる．

|G\X| = 1

|G|
X
g∈G

|Xg| (9)

バーンサイドの定理から重みの合計が求まる．

mX

k=1

w(Ci) =

mX

k=1

|Ci| |Mσi | (σi ∈ Ci)

=
X

σ∈Sn

|Mσ|

= n!Gn

(10)

重みの合計が最初に求まると，乱数 r を生成できるので，重

みの累積が r の値に達したところで分割の生成を止めることが

できる．さらに Dixonらは，和因子 1の数が多い順に分割を生

成すると，どんなに nが大きくても平均すると 3回より少ない

分割の生成で r の値に達すると示した．彼らはこのことを利用



し，平均すると 3回より少ない分割の生成で，分割を選択する

アルゴリズムを提案した．

図 8は，分割を和因子 1の数が多い順に生成した場合の，そ

の重みの具体的な例である．横軸に全ての 30の分割を和因子

1が多い順に並べ，縦軸に分割の重みの常用対数をとった．最

初の数個の分割によって，重みの合計の大部分が占められてい

る様子がわかる．また，最初の数個までで分割の計算が終わる

と，大量の分割の計算が省略できることがわかる．

Dixon/Wilf Algorithm(n,Gn)¶ ³

1: １から n!Gn までの自然数 rをランダムに生成する

2: for k = 1 to n do

3: for 和因子１を n− k個もつ全ての nの分割 π do

4: 対応する共役類の重み w([π])を計算する

5: 重みの累積 a([π])を計算する

6: if r <= a([π]) then

7: πs ← π

8: 12へジャンプする

9: end if

10: end for

11: end for

12: 任意の σ ∈ [πs]について，σ∗ を計算し，巡回置換の

積に分解する

13: for σ∗ の全ての巡回置換成分 do

14: ０か１をランダムに割り当てる

15: end for

16: return １が割り当てられた巡回置換成分に含まれる

辺から成るグラフ x

µ ´
5. 3 提案手法：Practical Algorithm

Dixon/Wilf Algorithmでは，Gn は既知の定数として事前に

与えられていることを前提としている．与えられていない場合

は，Gn を計算する必要があるが，Gn を計算する際のコストは

大きい．また，非常に小さな確率だが，r が重みの合計に近い

値をとった場合，p(n)に近い数の分割を生成しなければならな

い．複数のグラフを生成するとき，生成数が大きいほど多くの

図 8 和因子 1 の数が多い順に生成した場合の分割の重みと B による

分割の省略

分割を生成する可能性が増える．そこで，選ばれる確率が非常

に小さい分割を最初から省いてしまうのが，次のアルゴリズム

である．

我々は，和因子１が多い順に分割を生成する Dixonらの手法

に加えて，生成する分割の個数を適当な定数 B 個に制限する

手法を提案する．Practical Algorithm は，まず分割を和因子

１の数が多い順に適当な定数 B 個まで生成する．B + 1個目以

降の分割は省略し，生成された分割の中から，重みの比にした

がって１つ分割を選択する．

これにより，Dixon/Wilf Algorithm は非常に小さい確率だ

が p(n) 回のループ処理を必要とする可能性があるのに対し，

Practical Algorithm は確実にループ処理を O(1) 回まで減少

させる．また，Practical Algorithmは Simple Algorithmと同

様，重みの合計を重みを累積して求めるため，Gn を必要とし

ない．

Dixon/Wilf Algorithmと同様に図 8を見れば，B + 1個目

以降の分割を省略することの有効性がわかる．また，最初の数

個の分割によって，重みの合計の大部分が占められていること

から，省略の妥当性がみてとれる．

Practical Algorithm(n, B)¶ ³
1: for k = 0 to n do

2: 和因子１を n − k 個もつ全ての nの分割 π を総合

計 B 個になるまで生成する

3: end for

4: for i = 1 to B do

5: 重み w([πi])を計算する

6: 重みの累積 a([πi]) = w([πi]) + a([πi−1])を計算す

る (初期値 a([π1]) = w([π1]))

7: end for

8: １から a([πB ]) までの自然数 r ランダムに生成し，

a([πs−1]) < r <= a([πs])を満たす sを求める

9: 任意の σ ∈ [πs]について，σ∗ を計算し，巡回置換の

積に分解する

10: for σ∗ の全ての巡回置換成分 do

11: ０か１をランダムに割り当てる

12: end for

13: return １が割り当てられた巡回置換成分に含まれる

辺から成るグラフ x

µ ´
Practical Algorithm は，他のアルゴリズムと違いラベルな

しグラフを厳密にはランダムに生成しない．B + 1個目以降の

分割を省略するため，省略された分割による重みの比が大きい

ほど，生成されるグラフに偏りが出てくる．しかし，適切な B

を選べばその誤差は無視できるほど小さくなる．

Practical Algorithmでは B を大きくすれば，誤差は少なく

なるが計算コストが増える．逆に B を小さくすれば，計算コ

ストは減るが誤差が大きくなる．また，生成数が大きいほど誤

差による影響が大きくなるため，許容できる誤差の範囲と生成

数，および計算コストとのバランスが重要である．



図 9 B による省略を行った際のグラフ生成と完全にランダムなグラ

フ生成との誤差

図 10 実行速度の測定

図 9は，Bによる省略を行った際のグラフ生成 (Practical Al-

gorithm) と完全にランダムなグラフ生成 (Simple Algorithm,

Dixon/Wilf Algorithm)の誤差を示したグラフである．横軸に

B を，縦軸に全ての分割を生成した際に，B + 1番目以降の分

割が選択される確率の常用対数をとっている．例えば頂点数 20

では，2番目以降の分割が選択される確率は約 10−3.1，101番

目以降の分割が選択される確率は約 10−15.5 である．これに対

して頂点数 30 では，2 番目以降の分割が選択される確率は約

10−5.7，101番目以降の分割が選択される確率は約 10−33.1 で

ある．

固定した B に対して，頂点数 nが大きいほど誤差の影響が

少なくなる傾向が多く見られた．そこで，小さい頂点数で許容

できる誤差の B を定めておき，その B を大きな頂点数におい

ても適用すれば，誤差がそれ以上大きくなることはない．

6. 性 能 評 価

6. 1 実 験 環 境

CPU:Intel(R) Pentium(R) 4 2.20GHz，メモリ:1.00GB，

OS:Windous XP を搭載した PC を使用し，Mathematica4.2

を使用して実装を行った．

擬似乱数の生成にはMathematicaの Random関数を，ラン

ダム性の評価には (部分)グラフ同型判定アルゴリズムVF2 [10]

を利用した．

図 11 ランダム性の評価 (頂点数 7, B = 15)

図 12 ランダム性の評価 (頂点数 7, B = 10)

図 13 ランダム性の評価 (頂点数 7, B = 5)

6. 2 実行速度の測定

Simple Algorithm，Practical Algorithm(B=100)を用いて

実行速度を測定した．図 10はその測定結果である．横軸に頂

点数を，縦軸にグラフを 1つ生成する際にかかる時間をとって

いる．Practical Algorithm のほうが，より少ない時間でグラ

フを生成できることがわかる．

Simple Algorithmは p(n)個の分割の重みの計算にO(np(n))

の計算量がかかる．それに対し，Practical Algorithm は分割

の重みの計算にかかる計算量が O(n)であるため，全体の計算



量を O(n2)まで下げている．

頂点数 n のラベルなしグラフの数 Gn が与えられている場

合，Dixon/Wilf Algorithm も非常に大きな確率で Practical

Algorithmと同程度の実行速度が期待できるが，逆に非常に小

さな確率だが Simple Algorithmと同程度の実行速度になる可

能性もある．

6. 3 ランダム性の評価

Practical Algorithmを用い，頂点数 7のラベルなしグラフ

を B = 5, 10, 15の 3ケースで，104400個 (G7 = 1044)生成し

た．1つのグラフが 100個ずつ生成されているのが理想である．

図 11～13はその実験結果である．横軸が生成数X を，縦軸は

1044種類のラベルなしグラフのうち X 個生成されたグラフの

数を表している．

図 11は B = p(7)であり，グラフを完全にランダムに生成す

るケースである．それに対して，図 12，13は分割を省略して

おり，完全にランダムなグラフ生成とは誤差が生じるケースで

ある．図 12は図 11に比べて生成数の分布がばらついてはいる

が大きな違いは見られない．それに対して，図 13は分布が大

きくばらついている．頂点数 7，B = 5では省略による誤差が

大きく，実際的でないことがわかる．

Practical Algorithm の実際性を評価するためには，より大

きな頂点数でのランダム性の評価を行う必要があったが，テス

トにかかる計算コストの大きさから頂点数 7が限界であった．

7. ま と め

本研究では，Dixonらの和因子１の数が多い順に分割を生成

するという手法に加えて，生成する分割の個数を制限すること

で，Gn を必要としないランダムなラベルなしグラフ生成アル

ゴリズムを提案した．ここでいうランダムとは，頂点数 nの全

てのラベルなしグラフの集合の中から１つを等確率で取り出す

という意味である．しかし，頂点数 nの増加に伴い，Gn が急

速に増加するため，大きな nについての提案手法のランダム性

の評価ができなかった．今後の課題は，大きな nについてのラ

ンダム性の評価とラベルつきグラフへの提案手法の適用である．
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