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巻頭言
ワークショップオーガナイザ 　井坂 元彦（東京大学）

情報理論とその応用学会主催の本ワークショップは，2001
年 3 月 13日に東京大学駒場キャンパスにて 6 件の講演，
130名強の参加者を集めて開催されました．基礎的事項と
アドバンスコース，理論と応用に関する講演をバランスよ
く配置するのが理想的ではありましたが，当初想定してい
た話題に対する講演者の選定が難航した結果，断念せざる
をえなかったことをはじめとして，オーガナイザとしては
多くの課題が残りました．それでも，ある程度の好評は頂
けたようで，盛況なワークショップの原動力となった参加
者の皆様，講演者の先生方，運営に協力頂いた各位に深く
感謝を申し上げる次第です．

最近の（1999年までの）研究動向については，筆者が駄
文を記すよりも本年刊行の特集号 [1,2,3] のまえがき及び
論文群が遥かに参考になりますので，そちらを参照下さい．
ターボライク符号や低密度パリティ検査符号及びその反復
復号法の研究が”ホットトピック”であった時代はこれらの
成果が投稿された時期をもって収束したように認識してい
ますが，これは符号研究の一分野として十分に定着したこ
との裏返しとも捉えられます．一方他分野と同様に困難な
未解決問題は数多く残存しており，今後はこれらの基礎的
な検討が徐々に進展していく段階に入るのではないかと思
われます．特にグラフによる状態実現においてサイクルを
許容することが問題を難解にしており，テイルバイティン
グトレリスですらサイクルフリーの状態実現 [4] のような
見通しのよい議論ができず，また漸近的な反復特性限界と
は裏腹に，有限長の符号に対する反復復号については，極
めて限られた知見しか見られていません．符号長に対して
線形時間で復号可能な通信路容量を与える符号の構成及び
解析などと併せて，実用的に役立つ話題では必ずしもない

ものの，理論的興味は尽きないものがあります．筆者は
SITA2001のため，残念ながら参加を見送りましたが，DI-
MACSワークショップ [5]においても最新成果に関して興
味深い議論が種々なされたようです．一方で，これらと並
行して情報・通信理論の諸問題に対する反復復号手法の応
用や，実用化に直結した話題は今後も継続的に検討されて
いくことが予想されます．
残念なことに，本分野を総括する際に不可欠となるよう

な”Key Paper”は，国内からは出ていないのが現状のよう
に思われます．自身に対する反省と叱咤も込めて，日本発
の重要な成果が今後生まれることに期待したいと考えてい
ます．
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２１世紀の符号理論の中のターボ符号の誕生
山口 和彦（電気通信大学）

1 はじめに
この原稿は、２００１年３月１３日に行われた情報理論

とその応用学会ワークショップ「確率伝搬に基づく復号法
と符号ワークショップ」 —ターボ符号，低密度パリティ
検査符号の基礎，理論と応用においての中で、ターボ符号
の誕生 - ターボ符号以前の誤り訂正技術と比較して 　-と
しての発表に元にしている。同発表は、ワークショップの
第１番目の話題として、ターボ符号やターボ復号，低密度
パリティ検査符号等の様々話題の導入を目的としたもので
あった。
本原稿は短い文章ではあるが SITAのニューズレターを

意識し、現代そして将来の符号理論とターボ符号に焦点を
当てることとした。以下，基本的な話題のみを取り上げて
いおり、釈迦に説法となる面の多いことにはご容赦いただ
きたい。

2 歴史：ターボ符号の誕生
フランスのBerrouらが ICC９３（通信分野の国際会議）

で行った発表に始まり、第３世代の移動通信や、様々な実
用化が進められるターボ符号，ターボ復号。実用を踏まえ
た研究や、信号処理等の関連分野への研究も進む中これま
で以上にターボ符号・復号に関わる技術者も多いだろう。
ターボ符号とターボ復号、どちらも高い信頼度の誤り訂

正方式を実現するための重要な両輪だが、方式が生まれる
までの過程を考えれば，復号に鍵があると考えられる。衛
星通信での軟判定復号、深宇宙通信での直列連接符号の１
段目の復号における軟入力軟出力復号という流れに密接に
関係している。
ターボ復号の注目点はこの直列連接の確率伝播の仕組み

を繰り返しフィードバックに変えた点にある。その構造を
実現する符号化法がターボ符号なのだ。
真の発明・発見者尊重するという向きからは Gallagerに

よる低密度パリティ検査符号の復号に用いられた復号や、
Massyの最大事後確率復号に確率伝搬手法を用いる復号の
原典があるといえる。
ただ、再帰的な畳込み符号を並列に連接させるターボ符

号と、線形ブロック符号の一種である低密度パリティ検査
符号は非常によく似ている（技術的な論文でないのを生か
し、曖昧な表現を使う。）言い方を変えれば、良い符号を
設計する場合の設計規範の多くは通じる所があるようだ。

ターボ符号の出現により、低密度パリティ検査符号の研
究も盛んになっている。今後総合的な理解が深まっていく
だろう。符号理論の歴史という面からは、代数的な符号理
論とのターボ符号、低密度パリティ検査符号は関係が希薄
な点も今後の成果に期待したい。

ただ、Linによれば、低密度パリティ検査符号を代数的
の構成しようと試みたところ、差集合巡回符号こそが、そ
の一つの例となるという。日本のＴＶ、ＦＭ多重の文字放
送等に利用された符号が、一種の低密度パリティ検査符号
であることは興味深い。文字放送では、硬い判定ではあ
るが復号結果をフィードバックする繰り返しアルゴリズム
「可変閾値復号法」が当初から採用されている。

3 符号理論とターボ符号

ターボ符号のテキストは既に Heggardや、Bucetticに
より執筆出版されている。そのほかの教育的な資料も多く
実用化されているターボ符号を理解するには十分詳細な内
容を提供している。しかし、２章に述べたようにターボ符
号は複数の技術の組み合わせであるため、その複雑な内容
をきちんと理解するにはまだ敷居が高いようだ。

尤度情報の正確な扱いの理解等は一番大きな問題といえ
る。よく理解に用いられる縦横２次元のパリティ検査符号
による繰り返し復号の例題と実際のターボ符号は基本的に
は同じ動作なのではあるが、その対応が結びつかないよう
だ。もちろん、符号理論をターボ符号とそれ以外の誤り訂
正符号を関係付けて学ぶことは、現時点では難しく、時間
がかかることに思われる。

２０世紀中には和文でも優れた符号理論の本が多数出版
されているように感じている。ターボ符号の内容を的確に
扱った良い符号理論のテキストが、今、もっとも期待され
ている。ただ、それがどういう扱い方であるかはまだ山口
には回答はない。
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SOVAとMax-Log-Map
田島 正登（富山大学）

1 まえがき
ビタビアルゴリズム (VA : Viterbi algorithm) [1] は
大局的な最適化アルゴリズムであり，ビット（シンボル）
単位の局所的な最適化を行うには，事後確率 (APP :
a posteriori probability) を最大化する復号方式である，
MAP(maximum a posteriori)復号法を必要とする．MAP
復号法を実現するには，事後確率の対数比である対数尤度
比 (LLR : log-likelihood ratio)を計算すればよいが，これ
を忠実に実行するアルゴリズムが BCJRアルゴリズム [2]
である．BCJRアルゴリズムを近似する準最適なアルゴリ
ズムとして既にいくつかの方式が提案されている [3]-[10]．
この内，この報告では，SOVA(soft-output Viterbi algo-
rithm) [9]，および，Max-Log-MAP [10]-[12] を取り上げ
る．SOVAは Berrou等がターボ符号の考案に至る過程で
その LSI化に注力したアルゴリズムであり [13], [14]，基
本的な軟出力 (soft-output)復号方式と見なされる．また，
Max-Log-MAPは，MAPの対数 (ln)領域での近似方式で

あるが，結果的には，双方向（前向きおよび後ろ向き）の
VAの実行と基本的に等価であることが示される [10]．以
下では，SOVAと Max-Log-MAPについてアルゴリズム
の導出を行った後，両者の関係について述べる．これらの
軟出力復号アルゴリズムは，ターボ符号 [15] の復号など，
繰り返し復号法 [3] において本質的な役割を果たす．

2 準備
以下では，原則として，符号化率 1/2，メモリ長 νの再帰的組織畳込み (RSC : recursive systematic convolutional)

符号を扱う．情報系列はフレーム化されており，有効情報系列 {uj}Nj=1に続いて（t = N の状態 sN に依存した）ν 個
のテイルビットが入力されて，トレリスの状態 sN+ν = (0)(全零状態)で終端されると仮定する．対応する受信系列を
z = {zj}とする．受信系列 zに基づく最尤 (ML : maximum-likelihood)パスを x̂ = {ûj}と表す．以下，最尤パスに関
係する量 Aは Âと書くことにする．また，トレリス上のパス xaの時刻 t = jに対応する情報シンボルを uaj と表現す
る．この報告では，対数尤度比

L(ûk) ≡ ln
P (uk = 0|z)
P (uk = 1|z)

(1)

の計算方式が議論の対象である．

3 SOVA

3.1 SOVAの導出-その 1

シンボル ukの復号結果 ûkが正しくない確率 p̂kの更新式に注目する．MLパス上の t = jの状態を ŝj とする．ここ
で，ŝjに対する競合パスに着目し（MLパスとのメトリック差を∆j とする），競合パス上の ûkに対応する値を u

(2)
k と

する．また，u(2)
k 	= ûkを仮定する．ŝj における ACS(add-compare-select)演算の結果，復号結果が正しくない場合と

して次の二つが考えられる：
(i) MLパスが正しく選択される（確率は 1− pŝj）→ ûkが復号される→これが正しくない確率= ûkが正しくない

確率 = p̂k
(ii) 競合パスが誤って選択される（確率は pŝj）→ u

(2)
k が復号される→これが正しくない確率 = u(2)

k (= 1− ûk)が
正しくない確率= ûkが正しい確率 = 1− p̂k
この結果，更新後の復号結果が正しくない確率は p̂k(1− pŝj ) + (1− p̂k)pŝj と表現され，p̂k の更新式は

p̂k ← p̂k(1− pŝj ) + (1 − p̂k)pŝj (2)
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と書ける．ここで，ûk の信頼度は

L̂k = ln
P (uk = ûk)

P (uk = 1− ûk)
= ln

1− p̂k
p̂k

(3)

で定義されるから，p̂k へ式 (2)の右辺を代入し，関係式

∆j = ln
1− pŝj

pŝj

(4)

を用いると，L̂kの更新式

L̂k ← ln
1− p̂k(1− pŝj)− (1− p̂k)pŝj

p̂k(1 − pŝj) + (1− p̂k)pŝj

= ln

1−p̂k

p̂k

1−pŝj

pŝj
+ 1

1−pŝj

pŝj
+ 1−p̂k

p̂k

= ln
eL̂k+∆j + e0

e∆j + eL̂k

≈ max(L̂k +∆j, 0)−max(∆j, L̂k)

= min(L̂k,∆j) (5)

が得られる [9]．なお，途中，近似式
ln

∑
j

eαj ≈ max
j
αj (6)

を用いた．式 (5)に基づく信頼度の入れ換えは，u(2)
k 	= ûkと ∆j < L̂kが成り立つ全ての kで実行されることに注意す

る．この方式は，SOVAの register exchange mode [9] と呼ばれる．

3.2 SOVAの導出-その 2

t = jでの，MLパスと競合パスとのメトリック差を∆j と書く．SOVAでは，MLパス上のシンボル ûkの信頼度は，
δを生き残りパス収束長として，∆k+j(0 ≤ j ≤ δ)に依存して決定される．t = k+ jにおける競合パス（xj と書く）上
の ûkに対応する値を u

j
k = ûk ⊕ e

j
k とする．e

j
kはパス x

jに関係したシンボル ûkに対するエラーであり，関係式

L(ejk) = ln
P (ejk = 0)

P (ejk = 1)
=

{
∞, ujk = ûk
∆k+j, ujk 	= ûk

(7)

が成り立つ．全ての競合パスに対応したトータルエラーは

ek =
∑
⊕

0≤j≤δ

ejk (8)

と表現される（uk = ûk ⊕ ekが成り立つ）．これより，対数尤度比 L(ûk)に関して

ln
P (uk = 0|z)
P (uk = 1|z)

≈ (1− 2ûk) ln
P (uk = ûk)

P (uk = 1− ûk)

= (1− 2ûk) ln
P (ek = 0)
P (ek = 1)

= (1− 2ûk) ln
P (

∑
⊕

0≤j≤δ
ejk = 0)

P (
∑

⊕
0≤j≤δ

ejk = 1)

= (1− 2ûk)L(
∑
⊕

0≤j≤δ

ejk)

= (1− 2ûk)
∑
[+]

0≤j≤δ

L(ejk)

≈ (1− 2ûk) · min
0≤j≤δ

∆k+j (9)
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が得られる [16], [17]．ただし，ujk = ûkのとき，∆k+j =∞と約束する．なお，途中，L関数の性質 [3]

L(
∑
⊕
j

vj) =
∑
[+]
j

L(vj) ≈


∏

j

sign (L(vj))


 ·min

j
|L(vj)| (10)

を用いた．これより，
∆H
k ≡ min

0≤j≤δ
∆k+j (11)

は ûkの信頼度と見なせる．式 (11)に基づく実現は SOVAの trace back mode [16], [17] と呼ばれる．

3.3 forward SOVAと backward SOVA

この節では，nonrecursiveな符号（符号化率 1/n，メモリ長 ν）を対象として，forward SOVAと backward SOVA
の関係を考察する．ûk の forward SOVAによる信頼度を ∆H

k ，また，backward SOVAによる信頼度を ∆HB
k と書く．

今，∆H
k は ∆k+d′により達成される（ i.e., ∆H

k = ∆k+d′）と仮定し，前向きの復号で t = k + d′で MLパスと競合した
パスを x′とする（u′k 	= ûk）．x′は t = k− d′′でMLパスから分岐を開始していると仮定する．ここで，後ろ向きの復
号で，t = k − d′′で MLパスと競合したパス x′′に注目する（一般に，x′′は x′に一致しない）．x′′とMLパスとのメ
トリック差を ∆′′とすると，関係

∆′′ ≤ ∆k+d′ (12)

が成り立つ．さて，x′′については，一般に u
′′
k 	= ûkは保証されないが，常に u

′′
k−d′′+1 	= ûk−d′′+1は成り立つので，

∆HB
k−d′′+1 ≤ ∆′′ (13)

が従う．この結果，
∆HB
k−d′′+1 ≤ ∆′′ ≤ ∆k+d′ = ∆H

k (14)

が導かれる．なお，もし，x′′について u
′′
k 	= ûkが成り立てば，SOVAの定義に従って

∆HB
k ≤ ∆′′ ≤ ∆k+d′ = ∆H

k (15)

が得られる．まとめると，
1) 一般に ∆HB

k−d′′+1 ≤ ∆H
k が成り立つ

2) u
′′
k 	= ûkのとき（e.g., d′′ = 1），∆HB

k ≤ ∆H
k が成り立つ

同様の結果は後ろ向きの復号についても成り立つ．上記の議論より，無条件では ∆HB
k = ∆H

k が成り立たないことに
注意する．実際，∆HB

k 	= ∆H
k となる具体例を構成することができる．

4 Max-Log-MAP

4.1 Max-Log-MAPの導出

対数尤度比 L(ûk)の定義にもどって考える．今，sk−1 = s′，sk = sとすれば，

L(ûk) = ln

∑
(s′,s)
uk=0

P (s′, s, z)∑
(s′,s)
uk=1

P (s′, s, z)
(16)

と表現される．右辺は ln(分子 ) − ln(分母 )と変形され，ln(分子 )と ln(分母 )は同じ形をしているので，以下では，∑
(s′,s)
uk=0

P (s′, s, z)を評価する．最初に，結合確率 P (s′, s, z)を評価する．この値は

P (s′, s, z) = P (s′, zj<k)P (s|s′)P (zk|s′, s)P (zj>k|s)
= P (s′, zj<k)γk(s′, s)P (s, zj>k)/P (sk = s) (17)

と分解される [3]．なお，

γk(s′, s) ≡ P (s|s′)P (zk|s′, s)
= P (uk)P (zk|s′, s) (18)
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は状態遷移 s′ → sに対応する枝遷移確率を表す．ここで，近似式 (6)を用いると，

ln
∑
(s′,s)
uk=0

P (s′, s, z) ≈ max
(s′,s)
uk=0

[lnP (s′, zj<k) + ln γk(s′, s) + lnP (s, zj>k)− lnP (sk = s)] (19)

が得られる．なお，− lnP (sk = s)は補正項を表す [18]．ここで，lnP (s′, zj<k)と lnP (s, zj>k)に対し，同じく近似式
(6)を適用すると，

lnP (s′, zj<k) ≈ max
u1,u2,···

lnP (u1, u2, · · · , s′, zj<k) (20)

lnP (s, zj>k) ≈ max···,uN+ν−1,uN+ν

lnP (s, · · · , uN+ν−1, uN+ν, zj>k) (21)

が得られる．右辺はそれぞれ，前向きの復号での状態 s′に対する bestパスのメトリック（mf (s′)と書く），および，後
ろ向きの復号での状態 sに対する bestパスのメトリック（mb(s)と書く）に相当している．以上により，

ln
∑
(s′,s)
uk=0

P (s′, s, z) ≈ max
(s′,s)
uk=0

[mf (s′) + lnγk(s′, s) +mb(s)− lnP (sk = s)] (22)

が得られる．ここで，− lnP (sk = s)に注目する．sk = sに関しては，前向きおよび後ろ向きの復号で lnP (sk = s)が
二重に計算されていることが分かる。従って，これを補正するため，− lnP (sk = s)が必要とされる．ただし，recursive
符号では，一般に，lnP (sk = s)を評価することが困難であり，

lnP (sk = s) = ln
1
Ns

= const. (23)

と置くのが妥当である．ここで，Nsはトレリスの状態数を表す．この結果，L(ûk)を近似する際，分子と分母の差に
より，ちょうどキャンセルする．従って，最終的な L(ûk)の近似値は

L(ûk) ≈ max
(s′,s)
uk=0

[mf (s′) + lnγk(s′, s) +mb(s)] − max
(s′,s)
uk=1

[mf(s′) + ln γk(s′, s) +mb(s)] (24)

= (1− 2ûk)([mf(ŝ′) + lnγk(ŝ′, ŝ) +mb(ŝ)]− max
(s′,s)

uk=1−ûk

[mf (s′) + ln γk(s′, s) +mb(s)]) (25)

となる．これより，

∆∗
k ≡ [mf(ŝ′) + ln γk(ŝ′, ŝ) +mb(ŝ)]− max

(s′,s)
uk=1−ûk

[mf (s′) + lnγk(s′, s) +mb(s)] (26)

は，ûkの信頼度と見なされる．ただし，sk−1 = ŝ′ および sk = ŝは MLパス上の状態を表す．右辺第 1項は MLパス
のメトリック，また，第 2項は条件 uk 	= ûk を満たす bestパスのメトリックであり，両者のメトリック差により信頼
度が近似される [10]．この方式が Max-Log-MAPである．

4.2 nonrecursive符号に対するMax-Log-MAP

nonrecursiveな符号（符号化率 1/n，メモリ長 ν）に対しては，Max-Log-MAPは更に簡単化される．トレリスの状
態 sk = sが sk = (uk−ν+1, · · · , uk−1, uk)と表現されることより，

L(ûk) ≈ max
(s′,s)
uk=0

[mf(s′) + lnγk(s′, s) +mb(s)− εs]− max
(s′,s)
uk=1

[mf(s′) + ln γk(s′, s) +mb(s)− εs]

= max
s

uk=0

[mf(s) +mb(s)− εs]− maxs
uk=1

[mf (s) +mb(s)− εs] (27)

= (1− 2ûk)([mf (ŝ) +mb(ŝ)− εŝ]− max
s

uk=1−ûk

[mf (s) +mb(s)− εs]) (28)

≡ (1− 2ûk) ·∆∗
k (29)

となる．ただし，

εs ≡ lnP (sk = s)
= lnP (uk−ν+1) + · · ·+ lnP (uk−1) + lnP (uk) (30)

とする．また，mf (s)は，前向きの復号で得られる状態 sk = sに対する bestパスのメトリックを表す．すなわち，前
向きおよび後ろ向きの復号器が，t = kで接合すれば，信頼度の近似値∆∗

kが得られる．
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5 SOVAとMax-Log-MAPの関係

5.1 ∆H
k と∆∗

kの関係

∆H
k ≡ min

0≤j≤δ
∆k+j = ∆k+j′ (31)

とし，t = k+ j′でMLパスと競合したパスを xj
′
と書く．SOVAの条件より，uj

′
k 	= ûkと仮定できる．ここで，∆∗

kに
現れる

max
(s′,s)

uk=1−ûk

[mf (s′) + lnγk(s′, s) +mb(s)− lnP (sk = s)] (32)

は，条件 uk 	= ûkを満たすパスに対するメトリックの最大値を表すから，xj
′
に t = k + j′ 以降のMLパスを接合した

パスのメトリックをm(xj
′
)と書いたとき，不等式

m(xj
′
) ≤ max

(s′,s)
uk=1−ûk

[mf (s′) + ln γk(s′, s) +mb(s)− lnP (sk = s)] (33)

が成り立つ．これより，一般に，関係
∆∗
k ≤ ∆H

k (34)

が得られる．

5.2 修正 SOVA（Battail-SOVA）

∆∗
kを達成する，MLパスと対をなすパスを x

∗とする（u∗k 	= ûkが成り立つ）．また，x∗は t = k + lで MLパスに
合流しているとする．問題は，t = k+ lでMLパスと競合したパス xlが x∗に一致しない場合である．そこで，競合パ
ス xlに注目する（メトリック差を∆とする）．VAの条件より，ulk = ûkと仮定できる．さて，x

∗は VAの途中で（状
態 s̃とする）捨て去られている．ここで，s̃に対する生き残りパス（xlの一部）に注目しよう．この生き残りパスに基
づく ûkの信頼度を L

(2)
k とすれば，

L
(2)
k ≤ ∆∗

k −∆ (35)

が成り立つ．すなわち，L(2)
k +∆ ≤ ∆∗

kが従う．また，MLパスに基づく ûkの信頼度を L̂kとすれば，∆
∗
kの定義より，

∆∗
k ≤ L̂kが成り立つから，

min(L(2)
k +∆, L̂k) = L

(2)
k +∆ ≤ ∆∗

k (36)

が得られる．一方，L(2)
k を達成する，s̃に対する生き残りパスに合流しているパス x̃に注目すると，MLパスとのメト

リック差は L(2)
k +∆であり，ũk 	= ûkが成り立つ．従って，∆∗

kの定義より，

L
(2)
k +∆ ≥ ∆∗

k (37)

が成り立ち，L̂k ≥ ∆∗
kと合わせると，

min(L(2)
k +∆, L̂k) ≥ ∆∗

k (38)

が得られる．この結果，(36)および (38)より，等式

min(L(2)
k +∆, L̂k) = ∆∗

k (39)

が導かれる．修正 SOVA(Battail-SOVA) [19]では，t = k+ j(0 ≤ j ≤ δ)におけるMLパスとの競合パス xjに対し（メ
トリック差を ∆k+jとする），条件 u

j
k = ûkを満たす場合でも，

L̂k ← min(L(2)
k +∆k+j, L̂k) (40)

により，信頼度の更新を行う．ここで，L(2)
k は，競合パスに基づく ûkの信頼度を表す．従って，Battail-SOVAはMax-

Log-MAPに等価なアルゴリズムであることが分かる [20]．

8



6 むすび
BCJRアルゴリズムを近似する方式の内，SOVAと Max-Log-MAPを取り上げ，それらの導出を行った．これらの

方式は，順方向の VAおよび双方向の VAと非常に整合しているという特徴を持つ．特に，Max-Log-MAPについて言
えば，単に復号だけの目的ならば，順方向に VAを一回実行すればよいが，更に，復号シンボルの信頼度を求めたい場
合は，逆方向にもう一回VAを実行すればよいことを示している．このような理解の仕方は非常に分かりやすい．また，
SOVAは，MLパスと競合パスとのメトリック差を保存していくことから，リストビタビ復号 [24]やラベル付きビタビ
復号 [25] とも密接に関連していることが示される [26], [27]．
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ターボ符号化変調
荻原 春生（長岡技術科学大学）

1 まえがき

2値信号を通信路に送出するBerrouらのターボ符号（以
下，２値ターボ符号と呼ぶ）の発表 [1]の後，それを多値
変調へ拡張し，周波数帯域あたりの伝送情報量を増大しよ
うとするターボ符号化変調の試みが各種なされている．本
稿では，それらの符号器・復号器の基本構成と復号特性に
ついて概説する．

2 2値ターボ符号化+多値変調 [2]

ターボ符号化変調の最初の提案は Goffらによるもであ
る [2]．彼らは，２値ターボ符号の出力を，インタリーバ
で並べ替えた後，数ビット毎にブロック化し，ブロック毎
に，多値シンボルに写像する符号器を提案した．受信器で
は，時点 kの受信シンボル Xkから，その時点の各ビット
uk iの対数ゆう度比で定義される通信路値 Lchを

Lch(uk i) = log
Pr(Xk/uk i = 1)
Pr(Xk/uk i = 0)

= log

∑
uuuk j �=i

Pr(Xk, Yk/uk i = 1, uuuk j)∑
uuuk j �=i

Pr(Xk, Yk/uk i = 0, uuuk j)
(1)

で求める，ただし，uuuk j j �=iは，ukiを除く時刻 kにおける
全てのビットを意味する．ビット毎の通信路値を求めた後，
それらをディインタリーブし，通常の２値ターボ符号の復
号処理を実行する．ブロック内のビットは，同じ雑音を受
けるので，通信路値は統計的に独立ではない．２値ターボ
符号の復号では，これらを独立として扱うので，この近似
が成立するように，ディインタリーブの処理が設けられて
いる．

上記計算をそのまま実行するには，雑音の確率密度関数
の形と，信号対雑音比（SNR) の情報が必要である．加法
的白色ガウス雑音通信路では，総和の演算を最大値演算で
近似すると，SNRの情報あるいは対数演算が不要となり簡
易化される．これらは，２値ターボ符号の復号で，BCJR
アルゴリズムの代わりに MAX log MAP アルゴリズムを
用いることによる処理の簡易化と同様の関係である．

復号特性は表 1のように報告されている [2]．通常の誤り
訂正符号の世界では，２値符号化後，それをブロック化し
て，単純に多値シンボルに写像しても良い特性が得られな
いとうことで，多値シンボルの信号点間のユークリッド距
離を考慮した符号化である符号化変調が生まれたが，Goff
らの方法は，これらの考慮なしでも，ターボ符号では優れ
た特性を実現できることを示している．

表 1: 　2 値ターボ符号化+多値変調の符号化利得 at
BER=10−6 over AWGN.

turbo code rate 1/2 2/3 3/4
modulation 16-QAM 8-PSK 16-QAM
spectral

efficiency (bit/Hz) 2 2 3
coding gain
over uncoded 6.0dB 5.5dB 7.8dB
coding gain

over 64 sate TCM 2.4dB 1.9dB 2.6dB

16

状態符号，64x64の疑似ランダムインタリーバ，繰り返
し３回 [2]

3 ビットインタリーブを用いた並列連
接TCM[3]

図 1は，[3]で提案された並列連接 TCMの符号器であ
る．第１の要素符号器に 2mビットが同時に入力されパリ
ティビットが１ビットつくられる．同時に入力された情報
ビットの半分のmビットとパリティビットの組が多値変調
シンボルに写像され送信される．また，2mビットの情報
ビットは，それぞれ独立なビットインタリーバを通過して，
第２の要素符号器に入力され，つくられたパリティビット
と，第１の要素符号器では，多値シンボルへの写像に使わ
れなかった残りの mビットと組み合わされ，多値変調シ
ンボルに写像され送信される．
復号器では，一つの多値シンボルに写像された時点 kの

ビット ukiの復号器１による外部値 L１(ukj) と通信路値
Lch(uki)(外部値は復号器２への事前値 L１(ukj)として使
われる）の和を，時点 kの受信信号Xkから

11



図 1: 　ビットインタリーブを用いた並列連接TCM符号器．
符号化率 R = 2m/(2m+ 2)[3]

L１(ukj) + Lch(uki)

= log{
∑

u:uki=1 Pr(XXX1/u)∑
u:uki=0 Pr(XXX1/u)

·
∏
n

∏
j, (n,j) �=(k,i) exp{unjL2(unj)/2}∏

n

∏
j, (n,j) �=(k,i) exp{unjL2(unj)/2}

} (2)

で計算する (原論分では，上式を外部値とし，分母・分子
の最後の因子が exp{unjL2(unj)}となっているが，誤記と
思われ修正して引用した）．ここで，L2(unj)は，もう一
方の要素復号器から送られてきた，unjについての事前値
である．事前値は１で有る確率と０で有る確率の比の対数
で定義される．

これにより，図 2,図 3に示す特性が報告されている [3]．

図 2: 　ビットインタリーブを用いた並列連接TCMの特性．
16QAM．2bit/sec/Hz.[3]

図 3: 　ビットインタリーブを用いた並列連接TCMの特性．
64QAM 　4bit/sec/Hz.[3]

4 シンボルインタリーブを用いた並列
連接TCM[4][5]

図 4に [4][5]で提案されたシンボルインタリーブを用い
た並列連接 TCMの符号器を示す．ここで，シンボルイン
タリーブとは，要素符号器に同時に入力されるビットの組
を保存して並べ変えるインタリーバを意味する．それぞれ
の要素符号器は，通常のUngerboeck形の TCM 符号器で
ある．第２の要素符号器からの出力はディインタリーバで
元の順にもどされ，第１の要素符号器出力と交互に送出さ
れる．ここで，インタリーバによる並べ変えは，偶数番目
のシンボルは偶数番目に，奇数番目のシンボルは奇数番目
という制限をつけた odd-evenインタリーバによる．この
条件は，どの情報シンボルも，必ず１度だけ多値シンボル
に写像されて送出されるために設けられている．

この構成では，インタリーバとディインタリーバが縦続
接続されるので，符号化遅延が大きくなる．これを避ける
図 5の構成が提案されている [6].また，この構成では，イ
ンタリーバから odd-evenの制限をはずせる．

図 4: 　Ugerboeck符号器の並列連接.[5]
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DEINT:Deinterleaver
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図 5: 　符号化遅延の低減，odd-even制限の除去.[6]

図 6: 　シンボルインタリーブを用いた並列連接 TCMの特
性．8PSK, 2bit/sec/Hz.[5]

図 7: 　シンボルインタリーブを用いた並列連接 TCMの特
性．16QAM, 3bit/sec/Hz.[5]
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図 8: 　シンボルインタリーブを用いた並列連接 TCMの上
界値とシミュレーション結果 [7]

復号は，基準シンボル（例えば，全零のビットの組に対
応したシンボル）の事後確率に対する注目シンボルの事後
確率の比の対数で定義でされる事後値 Λ(dk = i)を

Λ(dk = i)

= ln
∑

m

∑
m′ γi(Rk, m′, m)αk−1(m′)βk(m)∑

m

∑
m′ γ00(Rk, m′, m)αk−1(m′)βk(m)

(3)

により計算することにより行われる．ここで，αk−1(m′)
は，始点から時点k−1で状態m′に至るパスの確率の総和，
βk(m)は,時点 kで状態mから出発し，終点に至るパスの
確率の総和であり，再帰的に計算される．γi(Rk, m′, m)は，
時点 kの状態 m′から mへの遷移が情報シンボル dk = i
の入力で起こり，受信シンボル Rkが得られる確率である．
図 6,図 7に復号特性を示す [5].
このシステムの特性解析が，２値ターボ符号の場合を，

TCMの場合に拡張して発表されている [7]. 解析結果と，
シミュレーション結果を図 8に示す．Eb/N0が大きい領域
では，両者が一致していることがわかる．ここで，解析は
全てのインタリーバでの平均特性の上界値を，シミュレー
ションは疑似ランダムインタリーバでの特性である．さら
に，この領域では，シンボル重み２の情報誤り系列がビッ
ト誤り率に支配的影響を与えることが示されている [7]．

5 ビットインタリーブを用いた直列連
接TCM[9]

mビットを同時に入力し m + 1ビットを同時に出力す
る最初の符号器（外符号器）の出力の各ビットを独立なイ
ンタリーバに入力し，その出力を同時に，１ビットの遅延
器よりなる第２の畳み込み符号器（内符号器）に入力し，
m+2ビットを生成し，それを多値シンボルに写像して送
信する直列連接TCMが発表されている [9]．内符号の復号
では，式 (2)でビット毎の外部値＋通信路値を計算し，そ
れを外符号の復号器に送り，ビットごとの復号を行って，
事後値と外部値を求めている．外部値は内符号の復号器に
送られ，繰り返し復号が行われる．
外符号は最小距離が最大となるよう，内符号は重み２の

入力と重み０の入力に対する出力のユークリッド距離が最
大になるよう構成されている．特性を図 9，図 10に示す．
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図 9: 　ビットインタリーブを用いた直列連接TCMの特性．
8-state outer code, 2x8PSK, 2bit/sec/Hz.[9]

図 10: 　ビットインタリーブを用いた直列連接 TCMの特
性．16-state outer code, 16QAM, 2bit/sec/Hz.[9]

6 シンボルインタリーブを用いた直列
連接TCM[10]

図 11に [11]で提案されたシンボルインタリーブを用い
た直列連接 TCMの符号器を示す．外符号器は，mビット
の情報を受け m+1ビットを出力する．内符号器は，それ
を組として並べ替えた系列を受け取り，m+1の符号ベク
トルを出力し，2m+1個の信号点のひとつに写像する．式
(3)と同様な計算により，事後値・外部値を求め繰り返し
復号を行う．
特性を図 12，図 13に示す．比較のため，同じ畳み込

み符号を要素とした並列連接 TCMの特性も併せて示す．
Eb/N0 を増大したとき，並列連接の方がすぐに誤り率が
低下するが，ある程度まで下がると，それ以上低下しにく
い傾向がみえる．一方，直列連接では，誤り率がさがりは
じめるのは遅いが，それ以降は急速に低下する．また，並
列連接では，ビット誤り率はおおよそインタリーバサイズ
に逆比例するが，直列連接では，インタリーバサイズが２
倍になる毎に，およそ１桁減少している．
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n

図 11: 　シンボルインタリーブを用いた符号化率m/(m+1)
の直列連接 TCM符号器.[11]
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図 12: 　シンボルインタリーブを用いた直列連接 TCMと
並列連接 TCMの特性比較.[11]
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図 13: 　シンボルインタリーブを用いた直列連接 TCMの
特性．インタリーバサイズ依存性.[11]

7 積符号と多値変調の組み合わせ [12]

文献 [12]は，２値の積符号の幾つかのビットごとに，多
値のシンボルに写像する符号を提案している．受信器では，
式 (1)により，通信路値を計算し，それを積符号の繰り返
し復号器に入力している．その結果，図 14に示す結果が
得られたと報告されている．

図 14: 　長さ 64から 128の BCH符号による積符号の繰り
返しチェイス復号.[12]． ２値化通信路値は式 (1)
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表 2: マルチレベル符号化の性能.[14]

Modulation Coding Rate Block length Eb/N0[dB] Distance to
[bits/Symbol] bits at BER = 10−5 Shannon limit [dB]

8PSK 2 2000 4.0 1.3
2 20000 3.4 0.7

16QAM 3 2000 5.8 1.3
3 20000 5.3 0.8

32QAM 4 2000 7.8 1.2
4 20000 7.2 0.6

64QAM 5 2000 10.5 1.3

8 マルチレベル符号化と繰り返し復号
の組み合わせ

リードソロモン符号とマルチレベル符号の直列連接系
[13]および，ターボ符号を各レベルに使用したマルチレベ
ル符号 [14]も提案されている．後者では 表 2に示す特性
が報告されている．ここでは，通信路値を，下位レベルの
復号結果で条件付けた確率を用いて，式 (1)と類似の式で
求めている．
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低密度パリティ検査符号とその復号法
和田山 正（岡山県立大学）

1 はじめに

多項式時間の計算量で実行可能なシャノン限界に漸近す
る誤り訂正符号化／復号アルゴリズムの開発は符号理論の
中心的課題であり、この 50年間、その目標に向かった研
究が数多くなされてきた。近年のターボ符号・復号法の発
見、ならびに低密度パリティ検査符号（以下、LDPC符号
と略する）、sum-product アルゴリズムの再評価は上記の
目標に迫るための重要なブレークスルーをもたらした。

ターボ符号、LDPC 符号を特徴づける最も顕著な点と
して、これらの符号が（擬似）ランダムに構成される点が
挙げられる。通信路符号化定理により保証されているよう
に、符号長が十分に長い場合、ランダム符号アンサンブル
から選び出された符号は、ほぼ確実に優れた最尤復号性能
を持つ。しかし、ランダム符号は効率の良い復号を助ける
構造を持たないため、それを復号するには符号長に対して
指数時間の計算時間が必要とされる。ターボ符号、LDPC
符号などの検査行列が低密度である符号は、優れた最尤復
号特性を保証するランダム性を保ちつつ、復号に適した構
造、すなわち”疎なグラフ構造”を兼ね備えている。

一方、ターボ復号法、sum-productアルゴリズムは、大
規模なグラフィカル確率モデル上における確率伝播アル
ゴリズムであり、隠れ確率変数（送信情報シンボル）の事
後確率分布を観測値（受信信号系列）から計算する手法で
ある。グラフィカルモデル（例えばベイジアンネットワー
ク、マルコフランダム場など）上での確率伝播アルゴリズ
ムは、ベイズ的手法が利用される分野（例えば人工知能、
パターン認識、画像処理、音声認識、DNA解析など）で
広く利用されている。

このようにターボ符号、LDPC符号などの疎なグラフに
より定義される符号に関する符号化技術は、大数の法則に
基づく技術（ランダム符号）とベイズ的手法（グライフィ
カルモデル上での確率伝播アルゴリズム）との融合により
生まれた新しい技術であり、従来の符号化技術とは一線を
画す部分を持つ。

本稿では、LDPC符号とその復号法に焦点を当てて、疎
なグラフにより定義される符号に関する符号化・復号技術
の原理について述べる1。

2 LDPC符号

LDPC符号は Gallagerにより、1960年代初頭に提案さ
れた [1]。彼は、さらに符号アンサンブルに基づく最尤復号
性能の解析、sum-productアルゴリズムの提案も行ってい
る。しかし、この先駆的な業績は、90年代の LDPC符号
の再評価に至る 30数年間に渡り、いくつかの論文（例え
ば Tanner[2]）で関連する議論が展開された以外はほぼ忘
れられた存在となっていた。その理由として、当時はコン
ピュータ資源が高価であり、LDPC符号の性能が特に顕著
に発揮される符号長が十分に長い場合に関するシミュレー
ションが困難であったことが考えられる2。また、その当時
（60年代から 70年代にかけて）は、新しい符号と復号法、
例えば、連接符号、代数的符号 (BCH符号、Reed-Solomon
符号)とその復号法（Berlekamp-Massy, Euclid復号法）、
畳み込み符号、Viterbiアルゴリズムなどの登場ラッシュが
続いていたため、その影に隠れてしまったというのも一因
だろう。90年代中頃のMacKayの仕事 [3]は、LDPC符号
の再評価の契機となった。彼は、最尤復号器を利用すると
いう仮定のもとで、広いクラスの通信路モデルにおいて、
LDPC符号の符号系列の符号化率が通信路容量を達成す
ることを示した。また、LDPC符号と sum-productアル
ゴリズムの組み合わせに関する幅広いシミュレーション結
果を示し、その優れた性能を明らかにした。

LDPC符号と sum-productアルゴリズムの組み合わせ
により得られる復号特性は、ターボ符号、RA符号 (Repeat
and Accumulate符号)の性能に匹敵、もしくは（符号長が
非常に長い場合には）それらを上回る。例えば、Richard-

1紙幅の都合上、本稿では最近の研究動向には触れていない。IEEE Trans.Inform.Theory, 2001年 3月号の特集Graph and iterative algorithms
が最近の研究動向を知るのに適している。

2それでも、Gallagerは当時、符号長 1000 程度までのシュミレーションは実際に行っている。
3実験では、イレギュラー LDPC符号 [4]が用いられた。この結果は、符号長 100 万の符号を現実的な時間で復号できるということを示した点

でも重要である。
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sonらの実験 [4]によると符号長 100万の LDPC符号によ
り、白色ガウス通信路のシャノン限界から 0.13dB(ビット
誤り率 10−6において)という復号特性が得られている3。
LDPC符号は、非常に疎な検査行列により定義される線

形符号である（本稿では、2元の LDPC 符号のみについ
て議論する）。疎な行列とは、行列内の非零要素の数が非
常に少ない行列を指す。疎な検査行列を構成する手法はい
くつか知られているが、ここでは Gallagerによる検査行
列構成法について説明する [1]。まず、検査行列を図 1に
示すようにいくつかの部分行列に分ける。ここで、部分行
列数を jとする。図 1の場合、検査行列は 3つの部分行列
(j = 3) に分割されている。

111111
111111

111111
.........

A column permutated 
sub-block

A column permutated 
sub-block

図 1: 　Gallagerによる疎な検査行列の構成法（行重み 6,
列重み 3）

第１部分行列の第 1行目は、連続する k個の 1（図 1の
場合、k = 6）とそれに続く N − k個の 0から成る。ここ
で Nは符号長である。第 2行目は、第 1行目を kシンボル
右に巡回置換したものとなる。同様に第 3行目以降が与え
られ、第１部分行列は図 1に示される形となる。そして、
第 2, . . . , j部分行列は第 1部分行列に列置換を施した部分
行列となる。ただし、第 2部分行列から第 j部分行列を決
める列置換はそれぞれ独立にランダムに選択されると仮定
する。この構成法により、図 1の場合、検査行列の各行の
重みは 6、各列の重みは 3になることが容易にわかる。こ
のような検査行列の各行、各列の重みが一定の LDPC符
号をレギュラー LDPC符号と呼ぶ。
雑音のある通信路において、そのシャノン限界に接近す

るためには、良い符号クラスが必要である。良い符号クラ
スの条件として、(1)符号長の長い符号を容易に構成でき
ること、(2)優れた最尤復号特性を持つこと、が挙げられ
る。例えば、２元対称通信路において、ランダムに生成さ
れた線形符号（例えば、コイン投げにより検査行列を定め
て作る）はこの良い符号の条件を満足する。LDPC符号の
場合も、上記の構成法により任意の符号長において符号を
容易に構成できる。また、サブブロックの置換を乱数に基
づいて選択することにより、ランダム符号に近い最尤復号
性能が期待できることが知られている [1][3]。

3 Sum-productアルゴリズム

LDPC符号の復号法として利用される sum-productア
ルゴリズムは符号の復号アルゴリズムとしてだけではな

く、デジタル通信、信号処理、人工知能などの分野におい
てさまざまな形で利用されている。例えば、隠れマルコフ
モデルに対する前向き後ろ向きアルゴリズム（BCJRアル
ゴリズム）、Viterbiアルゴリズム、ターボ復号法、Belief
propagation、カルマンフィルタなどが挙げられる [5][6]。
このように様々な一見異なるアルゴリズムが同じアルゴリ
ズム原理に基づいているということが明らかになってきた
のは比較的最近のことである。
Gallagerは彼の博士論文 [1]の中で, sum-productアル

ゴリズムを LDPC符号の復号法として完全な形で述べて
いる。Tannerは線形符号を定義するグラフとその復号法
に関する議論を展開し、今日、タナーグラフと呼ばれる符
号のグラフに関する基礎を築いた [2]。Wibergは、タナー
グラフに状態ノードを追加することを考案した [7]。この
アイデアにより、線形符号の最小トレリス、畳み込み符号
のトレリスに基づく BCJRアルゴリズムと Viterbiアルゴ
リズムが sum-productアルゴリズムの一例であることが
明確になった。また、同時に彼は、sum-productアルゴリ
ズムの抽象化を行った。AjiとMcElieceは、Wibergのア
イデアを発展させるとともに、sum-productアルゴリズム
が、因子分解される目的関数の計算を分配則（一般化分配
則と彼らは呼んでいる）に基づいて効率的に行うアルゴリ
ズムであること明らかにした [5]。Kschishang と Freyは
因子グラフ [6]を導入し、目的関数の因子分解をグラフ化
することにより sum-productアルゴリズムが見通しよく
理解できることを示した。彼らは、さらに、基礎となるグ
ラフィカルモデルを変えることにより、”sum-productア
ルゴリズム原理”から FFTなど数多くの既知のアルゴリ
ズムが自然に導かれることを明らかにした。
以下では、条件付確率分布 P (Y |X)により定義された

通信路を考える。ここで、X は符号 C の符号語に相当
する確率変数、Y は受信語に相当する確率変数とする。
受信者が通信路からの出力 Y を観測したとき、受信者
は送信符号語に関する事後分布 P (X|Y )をベイズルール
P (X|Y ) = P (Y |X)P (X)/P (Y )により計算できる。ここ
で P (X)は X の事前確率分布である。この分布に従って
送信符号語を推定することにより、推定誤り率が最小とな
る送信符号語の推定が可能となる。
シンボルごとの最大事後確率 (MAP)推定の場合は、第

iシンボルの対数事後確率比

Li = log

∑
X∈C,Xi=0 P (X|Y )∑
X∈C,Xi=1 P (X|Y )

(1)

を計算し、Li ≥ 0 ならば第 i シンボルは 0 と推定し、
Li < 0 ならば第 i シンボルは 1 と推定する。ここで、
X = (X1, . . . , XN) と仮定している。式 (1)は符号語全
てに関する和を含むため、全ての符号語を生成する単純な
アルゴリズムを利用すると符号語数に比例（すなわち、符
号長について指数時間）する計算時間が式 (1)を評価する
ために必要となる。このため、符号の構造を利用した高速
アルゴリズムが必要となる。
やや人工的な例ではあるが、sum-product アルゴリズ
ムの仕組みを述べる前に簡単な例を示す。今、8つの変数
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a, b, c, d, e, f, g, hの値が与えられており、積和 acg+adh+
beg + bfh の値を計算したいものとしよう。単純にこれを
計算するならば、乗算 8回、加算 3回の計 11回の算術演
算が必要となる。図 2に、この積和計算の構造をグラフ化
したものを示す。始点 Aから始まり、終点 F で終わる全
てのパス系列 (そのパスに含まれる枝ラベル変数の積)が
上の積和計算の各項として現れていることがわかる。次
に、この図の左端から B = a, C = b, D = Bc + Ce, E =
Bd+Cf, F = Dg+Ehと計算を進めたとしよう。この場
合、乗算 6回、加算 3回の計 9回の算術演算により目的と
する積和計算ができる。すなわち、同じ積和がより少ない
算術計算のもとに得られたことになる。この計算量の削減
は、分配則 acg+adh+beg+bfh = g(ac+be)+h(ad+bf)
の利用により得られたものである。すなわち、図 2のグラ
フは目的とする積和の因子分解の構造を表しており、この
グラフに基づき積和演算を再帰的に計算していくことによ
り分配則を生かした効率の良い計算が可能となる。
式 (1)に現れる和も上の積和計算と同種の構造を有して

いる。その場合、acg, adhなどの項は各符号語に対する事
後確率に対応する。もし、符号が図 2に示されるような
ノード数の少ないグラフ構造（トレリス構造と呼ばれる）
を持つならば、事後確率の和が上に述べた再帰的な分配則
の適用により効率良く計算できる4。隠れマルコフモデル
における隠れ変数の事後確率計算、畳み込み符号のシンボ
ルワイズMAP復号などで利用される前向き・後ろ向きア
ルゴリズム (BCJRアルゴリズム)では、上述の計算を右
方向からも行い、それぞれの計算結果から各シンボルの事
後確率分布を計算する。

a

b

c

d

e

f

g

h

A

B

C

D

E

F

図 2: 　積和 acg+adh+beg+bfhの因子分解を表すグラフ

上述の計算手法は、より広いクラスのグラフに適用でき
る。今、5つの離散値を取る確率変数A,B,C,D,Eの結合
確率分布が

P (A,B,C,D,E) = P (A)P (B|A)P (D|A)
×P (C|D)P (E|D)

と与えられているものとしよう。図 3は、この結合分布に
おける確率変数間の依存関係を表すベイジアンネットワー
ク [8]である。

A

B

C

D

E

P(A)

P(B|A)

P(C|D) P(E|D)

P(D|A)

図 3: 　結合分布 P (A,B,C,D,E)の構造を表すベイジアン
ネットワーク

ここで、確率変数 C の観測値 cが得られたものとし、
観測後の確率変数 A の事後確率分布 P (A|C = c) =
P (A,C = c)/P (C = c) を計算したいものと仮定する。
これを計算するには、まず P (A,C = c) を求め、それ
を規格化するように P (C = c) を求めればよい。また、
P (A,C = c)は、結合分布に含まれる A,C 以外の確率変
数を周辺化（マージナライズ）することにより計算するこ
とができる。すなわち、結合分布 P (A,B,C,D,E)につい
て P (A,C = c) =

∑
B,D,E P (A,B,C = c, D,E) を計算

すればよい。記法
∑

B,D,Eは、変数B,D,Eの取り得る全
ての値で和を取ることを意味する。これを計算するには、

P (A,C = c) =
∑
B,D,E

P (A)P (B|A)P (D|A)

×P (C = c|D)P (E|D) (2)

と直接計算するよりも

P (A,C = c) = P (A)
∑
B

{P (B|A)}

　×
∑
D

{P (D|A)P (C = c|D)
∑
E

P (E|D)} (3)

と変形して計算する方が、より少ない算術計算で目的とす
る P (A,C = c)が得られる。図 2の例と同様に、この場
合も分配則を利用して演算回数の削減が可能となること
がわかる。すなわち、結合分布がうまく因子分解できる構
造を持っていれば、その構造に従って分配則を利用するこ
とにより効率良く、結合分布の周辺化を実行することがで
きる。

Sum-productアルゴリズムは、この結合分布の周辺化
をベイジアンネットワーク上での分散アルゴリズムの形
で実現したものである。各ノードでは、隣接したノード
から送られてくる局所積和（この例の場合だと例えば∑

E P (E|D) に相当する）を基づいて送り先ノードの変
数以外を周辺化した局所積和を計算し、それを隣接した
送り先ノードに送信する。例えば、式 (3) の場合には、
ノード Dはノード C から P (C = c|D)を、ノード Eか
ら

∑
E P (E|D)をメッセージとして受け取る。ノード D

は、これらを元にノード Aに送るメッセージ MA→D =∑
D{P (D|A)P (C = c|D)

∑
E P (E|D)} を計算し、それ

をノード Aに送る。このメッセージ MA→Dは 、送り先
のノード変数A以外の変数を周辺化した局所積和である。
十分なメッセージ交換の後、隣接したノードから送られて
くる全てのメッセージ（局所積和）の積を取ることにより
所望の周辺化確率分布が得られる。上の例では、ノード A

は、P (A),
∑

B{P (B|A)}, MA→Dをそれぞれ自分、ノード
4この積和計算において、積を和に、和を最大値に置き換えることにより Viterbiアルゴリズムが得られる [5]。
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B, ノード Dから受け取る。これらの積を計算することに
より P (A,C = c)を得る。
ここで議論した観測値に基づく事後確率分布の計算は、

シンボルワイズMAP復号法の対数事後確率比計算 (1)に
現れる計算と同種の計算である。符号の復号の場合に利用
されるグラフには、トレリス、タナーグラフなどがあるが、
sum-productアルゴリズムの基本的な計算原理は上に述べ
たとおりである。 　
ただし、sum-productアルゴリズムにより正確な事後確
率分布が計算できるのは、計算に利用される有向グラフ
がループを含まない場合に限られる。すなわち、符号のタ
ナーグラフ内にループが存在する場合には、sum-product
アルゴリズムは正確なMAP復号法ではなく、近似MAP
復号法となる。残念ながら、一般にループを含まないタ
ナーグラフを持つ符号は、ループを持つ符号に比べて最尤
復号特性が劣っており、通信路符号化の観点からは興味の
対象にはならない。LDPC 符号の場合、符号長が十分に
長ければ、そのタナーグラフは短いループをほとんど含ま
ない。このような場合には、sum-productアルゴリズムに
より良い復号性能が得られることが経験的に知られている
[3]。しかし、タナーグラフにループがあり、通信路の SN
比が低い場合、sum-productアルゴリズムの挙動は複雑で
あり、その収束性、近似度、その非線形ダイナミクスなど、
これからの解決が待たれる問題も多い。
Sum-productアルゴリズムの 1ラウンドの計算量はタ

ナーグラフに含まれる辺の数に比例する。ここで、1ラウ
ンドとは、タナーグラフにおいて 2 回のメッセージ伝達
が行われる期間を指す。タナーグラフの辺の数は、検査行
列に含まれる 1の数に等しい。LDPC 符号の場合、検査
行列に含まれる 1の数は O(N)(N は符号長)であること
から、1ラウンドあたりの復号計算量は O(N)となる。し
たがって、最大繰り返し数を定数として定めれば、sum-
productアルゴリズムによる復号計算量は O(N)となる。
また、sum-productアルゴリズムは本質的に並列アルゴリ

ズムであるため、並列分散型ハードウェアによる実装に適
している。
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Enhancing Belief Propagation Decoding of Low Density Parity Check Codes

with Reliability Based Decoding
Marc Fossorier（ハワイ大）

概 要

In this study, probabilistic reliability based
decoding is combined with belief propagation
(BP) decoding for low-density parity check
(LDPC) codes. At each iteration, the soft output
values delivered by the BP algorithm are used as
reliability values to construct a short list of code-
words among which the most likely codeword is
identified. This approach allows to bridge the er-
ror performance gap between belief propagation
decoding which remains suboptimum, and maxi-
mum likelihood decoding which is too complex to
be implemented for the codes considered. Simu-
lations results are given for Gallager LDPC codes
and different set cyclic (DSC) codes of hundreds
of information bits.

1 Introduction

Iterative decoding of low-density parity check (LDPC)
codes, first introduced in [1], has received renewed inter-
est over the past few years. This is mainly due to the ex-
cellent error performances achieved by such codes for long
enough lengths, and their relatively simple iterative de-
coding methods based on belief propagation (BP) [2, 3].
Although BP iterative decoding of such codes does

not achieve maximum likelihood decoding (MLD), it has
been shown both theoretically and experimentally that
its application to improved constructions derived from
Gallager original codes [4, 5, 6, 7] can closely approach
channel capacity for the additive white Gaussian noise
(AWGN) channel. Interestingly, other families of codes
such as quasi-cyclic based codes [8, 9] and finite geome-
try codes [10, 11, 12] can also be decoded iteratively with
BP. These results are quite surprising as the BP algo-
rithm was originally designed to work on graphs without
cycles, while the Tanner graph representation [13] of all
codes of practical interest contains cycles [14].
To guarantee that the influence of cycles in the Tan-

ner graph representation of the codes considered is small
enough, very long code lengths may been needed [4]. As a
result, although BP decoding of codes of medium lengths
(say between hundred and few thousand bits) performs
quite well, it may still fall short of MLD due to the non
negligible influence of cycles in the Tanner graph repre-
sentation of the code.
In this study, we propose to use the fact that BP iter-

ative decoding of LDPC codes converges quite slowly in
general. At each iteration, the soft output values deliv-
ered by the BP algorithm are viewed as reliability values
by a list-based soft decision decoding algorithm. Due to

the slow convergence, sufficiently different lists are ex-
pected to be constructed at each iteration and the most
likely codeword in the union of these lists is delivered as
final solution. Indeed, if BP converges to the MLD code-
word, then this codeword is also found by this combined
approach. In order to keep a manageable decoding com-
plexity, we choose the ordered statistic decoding (OSD)
algorithm of [15] in this study.

2 Decoding Algorithm

A detailed description of the combined algorithm as
well as possible refinements and the corresponding com-
putational complexity analysis can be found in [16]. In
the following, the basic algorithm is presented for a code
of length N and dimension K.
Define Ωn as the set of check sums containing bit n,

and ω(m) as the set of bits forming check sum m. The it-
erative BP decoding algorithm has two alternating parts,
in which certain quantities qmn and rmn, are iteratively
updated. The quantity qxmn is meant to be the probabil-
ity that bit n is taking the value x, given the information
obtained via checks other than check m (i.e. Ωn \ {m}).
The quantity rxmn is meant to be the probability that
check m is satisfied if bit n is considered fixed at x and
the other bits have a separable distribution given by the
probabilities {qmn′ : n′ ∈ ω(m) \ {n}}.
Initially, for n = 1, · · · , N , the bit decisions x̂mn and

x̂n are initialized to the symbols zn corresponding to the
hard decision decoding of the noisy received values yn,
and the variables q0mn and q1mn are initialized to the a-
priori probabilities f0

n and f1
n = 1 − f0

n associated with
the corresponding values zn and zn⊕ 1. The value Dmin
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is initialized to a large number, and we set ĉ = 0. Then
each iteration is processed as follows:

• BP Decoding:
Step 1:
For each n and each m, define δqmn = q0mn −
q1mn, and for x = 0, 1 compute:
(a)

δrmn =
∏

n′∈ω(m)

δqmn′ ,

(b)
rxmn = (1/2)(1 + (−1)xδrmn) .

Step 2:
(a) For each n and each m, and for x = 0, 1,
update:

qxmn = αmnf
x
n

∏
m′∈Ωn\m

rxm′n,

where αmn is chosen such that q0mn+ q1mn = 1.
(b) For each n and x = 0, 1, update the
“pseudo-posterior probabilities” q0n and q1n
given by:

qxn = αnf
x
n

∏
m∈Ωn

rxmn,

where αn is chosen such that q0n + q1n = 1.
Step 3:
(a) Create x̂ = [x̂n] such that x̂n = 1 if q1n > 0.5

, and x̂n = 0 if qn ≤ 0.5.
(b) Do the following:

- If Hx̂ = 0 then the decoding algorithm
halts and x̂ is considered as a valid decoding
result.
- Else, the algorithm starts the “Order-i Re-
processing”.

• Order-i Reprocessing:
Step 1:
Based on the reliability values max{q0n, q1n}, de-
termine the K corresponding most reliable in-
dependent positions (MRIP’s). Define BK as
the set of locations of these MRIP’s.
Step 2:
(a) Take I(BK ) = {x̂j : j ∈ BK} created at
Step 3-(a) of BP decoding as initial informa-
tion sequence.
(b) For 0 ≤ l ≤ i, make all possible

(
K
l

)
changes of l values in I(BK ) and for each
change, determine the corresponding codeword
c.
Step 3:
Let ĉ denote the codeword with minimum dis-
crepancy Dmin constructed so far by the iter-
ative combined decoding algorithm.

(a) For each codeword c 	= ĉ constructed at
Step 2-(b), evaluate the discrepancy:

D(y, c) =
∑

i:ci �=zi

|yi|

between c and the original noisy received se-
quence y.
If D(y, c) < Dmin, set Dmin = D(y, c) and
ĉ = c.

(b) Start the next iteration with BP decoding.

The algorithm stops if some maximum number of itera-
tions is reached and the codeword ĉ is delivered as the
final solution.
The OSD can also be processed based on the initial val-

ues f0
n and f

1
n , in which case iteration-1 becomes equiva-

lent to the conventional order-i reprocessing of [15]. Fur-
thermore, stopping rules can also be introduced in BP
decoding (e.g. syndrome test at Step 3-(b)) and in the
order-i reprocessing [16].

3 Simulation Results

Simulation results for LDPC codes and different set
cyclic (DSC) codes of hundreds of information bits have
been obtained. Figure 1 depicts the simulation results for
the (3,6) (i.e. each bit is associated with three orthogonal
check sums of Hamming weight six) Gallager code with
parameters (N,K) = (504,252). In this figure, BP de-
coding is compared with the combined scheme proposed
above for i = 1 and i = 2. We observe that for the WER
10−3.5, order-1 reprocessing of at most 50 and 200 BP
decoding iterations achieves 0.55 dB and 0.6 dB coding
gain, respectively, over BP decoding of at most 200 it-
erations. At the same WER, order-2 reprocessing of at
most 50 BP decoding iterations achieves a 0.75 dB coding
gain over BP decoding of at most 200 iterations. Sim-
ilar results were obtained for a (3,6) (1008,504) LDPC
code [16].
Figure 2 depicts the simulation results for the (273,191)

DSC code and its (3,6) and (4,8) LDPC code counter-
parts. We observe that a much larger coding gain is
achieved by the proposed scheme for decoding the LDPC
codes than for decoding the DSC code. At the WER
10−4, a coding gain of 0.9 dB is achieved by the pro-
posed scheme to decode the (4,8) LDPC code. A similar
behavior was observed for the (1057,813) DSC code and
its (3,6) and (4,8) LDPC code counterparts [16]. Im-
portantly, based on the results of Figure 1, the need to
distinguish between “good codes” and “good iteratively
decodable codes” can be emphasized.
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4 Conclusion

In this study, we have shown that for LDPC codes of
short to medium length, a non negligible gap exists be-
tween the error performance of BP decoding and that of
MLD. We have proposed a simple combined method to
bridge this gap based on the combination of BP decoding
with a list-based soft decision decoding algorithm. This
method can be viewed either as an improved decoding
scheme, or a way to measure the suboptimality of BP
decoding.
Although the OSD algorithm was considered in this

study, the same approach can be applied with other list-
based algorithms as well as with reduced complexity ver-
sions of BP decoding. In [17], this combined approach
has been generalized to iterative decoding of “turbo-like”
codes [18, 19] and its effectiveness has been related to
the convergence behavior of the iterative decoding con-
sidered.
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Figure 1: 　Word error rate comparison between BP decoding and BP decoding in conjunction with order-1 repro-
cessing for the (3,6) (504,252) LDPC code.
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Figure 2: 　Word error rate comparison between BP decoding and BP decoding in conjunction with order-1 repro-
cessing for the (273,191) DSC code and its (3,6) and (4,8) LDPC code counterparts.
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微分幾何から見た確率推論と復号
松嶋 敏泰（早稲田大学）

1 はじめに

誤り訂正符号の復号問題は受信系列から情報系列を推定
する問題と考えることができ，その本質は受信系列を与え
られたもとでの情報系列の事後確率計算と同等の問題に帰
着される．また，BN(Bayesian network)[14]を用いた知識
表現の分野おいて，証拠 (evidence)が与えられもとで各命
題の確信度 (belief)の更新を行うことは，ある確率変数の
値が与えられたもとでのその他の確率変数の事後周辺確率
を求めていることに他ならない．よって両者は共通の問題
と考えることができ，近年 Turbo復号アルゴリズム [4][7]
や LDPC 符号で用いられる sum-productsアルゴリズム
[6][15]は BNの代表的推論アルゴリズムである BP(Belief
Propagation)[14]と等価なアルゴリズムとして共通の視点
から議論されている．このような事後確率の計算問題は符
号理論における復号問題や人工知能分野における不確実な
知識を扱う問題のみならず，統計学をはじめ，統計力学の
分野，学習理論の分野，パターン認識の分野など様々な分
野において共通で重要な問題となっている．
本稿では，まず誤り訂正符号の復号問題を事後確率の計

算問題として整理し，確率推論と本質的に同じ問題である
ことを述べる．次に確率変数間の従属関係が部分的に存在
する確率分布のグラフを用いた代表的表現法についてまと
める．そして，そのグラフ上で情報を伝搬させることによ
り効率的に事後確率を計算するアルゴリズムについて概観
する．最後に微分幾何を用いた事後周辺確率の計算につい
ての解釈と最近の研究を簡単に紹介する．

2 誤り訂正符号の復号と事後確率計算

情報系列 u = (u1, · · · , uK), uk ∈ Aより符号語 C(u)を
生成し，通信路を通して受信側へ送り，受信系列 yが受信
されたとする．復号の問題は，受信系列を yとしたもとで，
受信系列 yから符号語 C(u)または情報系列 uを推定する
問題に帰着される．推定は情報系列全体 uをブロックとし
て推定する場合と各情報シンボル ukを推定する場合に大
別される．ブロック誤り率を最小化する推定 (復号) 法は
受信系列を与えられたもとでの事後確率 P (u|y)を最大化
する情報系列 ûを推定値とすることになる．これは uの
事前確率が一様な場合は，尤度 P (y|u)を最大化する情報
系列と一致し，通常これを最尤復号と呼んでいる．一方，
シンボル誤り率を最小化する推定法は事後確率 P (uk|y)を
最大化する情報シンボル ûk を推定値とすることになる．
通常これを MAP(Maximum a posteriori probability) 復
号 (正確には情報シンボルに対する最大事後確率復号)ま
たは MPM(Maximum posterior marginal)復号などと呼
んでいる．

uを推定する場合も ukを推定する場合もそれぞれの確
率変数の事後確率を計算し，その最大値を探索するという
意味で基本的には同じ手続きで復号は行われるが，計算の
困難な部分は両者で異なっている．一般に情報系列全体の
事後確率 P (u|y)は比較的容易に計算可能であるが，最大
値をとる ûを |A|Kの候補から探索する問題は指数オーダ
O(|A|K)の計算量が必要とされる．この状況は尤度最大化
の問題でも同様で，通信路復号化の多くの研究はこの最適
な最尤復号に近い誤り率を，少ない計算量で実現する事に
向けられてきた．
逆に，個々の情報シンボル ukを推定する場合において，

最大値を見つけることは |A| − 1の比較で容易であるが，
各情報シンボルの事後確率 P (uk|y)を計算することは，事
後結合確率 P (u|y)から周辺確率を計算することに対応し，
一般には指数オーダ O(|A|K)の計算量となる．この事後
周辺確率計算を，少ない計算量で近似計算することに成功
したある種の反復アルゴリズムが，Turbo復号や LDPC
符号における sum-productsアルゴリズムである．
このように事後確率の値を求めることがその問題の主要

な課題となっている問題は，様々な分野で見受けられる．
BNをはじめとする確率推論の分野おいて，証拠が与えら
れもとで各命題の確信度の更新を行うことは主要な問題で
あり，この問題は，ある確率変数の値が与えられたもとで
のその他の確率変数の事後周辺確率を求めている上記の復
号問題と同等の問題となっている．

3 確率変数間の相互関係のグラフ表現

事後周辺確率の計算は一般に多くの計算量を必要とする
が，確率変数間の相互の関連が部分的にのみ存在する確率
分布においてはその計算が容易になる可能性がある．相互
の関連が部分的とは，系全体の確率構造を表す結合確率が，
確率変数の部分集合の関数の積で表される場合を指す．そ
の関数としては，例えば条件付き確率やポテンシャル関数
が用いられている．
これらの部分的に確率変数が関連を持つ分布の確率構造

を表現するには，確率変数を節に対応させ，関連のある確
率変数の節間を枝で結んだグラフを用いると分かりやすく
表現できる．用いられるグラフ表現は分野によって様々で
あるが，まず無向グラフと有向グラフに大別される．前者
としてはMRF[11]，moralグラフ [12]等があり，後者とし
て代表的なのが BNである．BNは系全体の確率を条件付
き確率の積で表し，条件付き確率を親節から子節への有向
枝に対応させグラフ化している．正確には BNは cycleが
無い有向グラフ (DAG: Directed Acyclic Graph)で定義さ
れ，知識処理の分野で広く用いられている．
また，符号のグラフ表現としては，白丸の節で確率変
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数を表し，黒丸の節で関連の有ることを表す Tannerグラ
フ [11]が従来から提案されていた．Tannerグラフは近年
factorグラフとして一般化されている [11]．また，畳み込
み符号や一部の線形符号は，トレリスによってその構造を
簡素に表現可能であり，従来から広く用いられている．
このようなグラフ表現は，部分的に確率変数が関連を持

つ分布の確率構造を視覚的に分かりやすくする為だけでは
なく，このグラフを用いて事後確率計算等を効率良く行う
アルゴリズムを構成するために役立っている．

4 グラフ上での伝播を用いた効率的事
後確率計算アルゴリズム

BNにおける確信度更新，つまり事後周辺確率の計算に
おける効率的アルゴリズムはとしては BPが代表的であ
る．BPでは有向グラフの順方向へメッセージ πのと逆方
向へのメッセージ λ伝搬させることにより各節の事後周
辺確率を求めている．この BPはも事後周辺確率を部分的
な確率計算に分割して行う効率的アルゴリズムと解釈する
ことができる．BNは DAGとして定義されているが，BP
を用いることができるグラフは DAGの部分クラスである
Polytree(一般木)と呼ばれる loopの無いDAGのクラスに
限定されている [14]．
BPの性能が保証できるクラスはこの Polytreeに限られ

るが，計算量は確率変数の数とアルファベットの大きさの
多項式オーダとなる効率の良いアルゴリズムとなっている．
Polytreeより広いクラスのDAGに対しても正確さの保証
のある計算アルゴリズムが幾つか提案されているが計算量
は増加してしまう [14] [12]．この問題を計算量から考える
と，DAGの一般的クラスにおける事後周辺確率計算問題
は NP困難となることが計算理論分野で有名な 3-SAT問
題を用いて証明されている [5]．
その他のグラフ表現として factorグラフにおいては，効
率的な事後周辺確率計算アルゴリズムとして sum-products
アルゴリズムがある．グラフ上で２種類の情報を２種類の
節を通して流し計算をするアルゴリズムで，節に集まって
きた情報を和と積で計算することでこのように呼ばれる．
BPと本質的には同じアルゴリズムであることが示されて
おり，このアルゴリズムも factorグラフに loopがない場
合のみ正しい計算の保証がある．
BPや sum-productsアルゴリズムが正しく事後周辺確

率を計算できる保証は，この木構造上で条件付き独立の
性質をうまく用いた点にある．BPと同等なアルゴリズム
は様々な分野で用いられている．例えば，隠れマルコフモ
デルにおいて，観測値が与えられたもとでの各時点の状態
の事後確率を求める効率的アルゴリズムとして，forward-
backwardアルゴリズム [3]があるがこれも BPと同等で
ある．
また畳み込み符号を BNで表現すると Polytreeで表現

可能なため，BPアルゴリズムで正確な事後周辺確率が計
算できることになる．この BPがトレリス符号に対し正確
なMAP復号を実現するBCJR[2]アルゴリズムと同等であ

り，forward-backwardアルゴリズムそのものであること
は良く知られている．畳み込み符号のMAP復号は隠れマ
ルコフモデルの状態推定と同等な問題であるので，２つの
アルゴリズムが一致することは当然の帰結といえる．さら
に semi-ring上の演算の定義を変えれば forward-backward
アルゴリズムは Viterbiアルゴリズムとも等価となる [8]
[11]．これらのアルゴリズムはすべて BPの特殊形と解釈
されるので，符号を BNで表現した場合に Polytreeで表
現可能であれば，その符号に対して BPと等価な効率よい
復号アルゴリズムが構成できることになる．

しかし，オリジナルの Turbo符号 (並列連接畳み込み符
号)をはじめ多くの符号は，DAGによる表現は可能であ
るが Polytreeで表現されないことが多い．Turbo符号全
体の DAGは loopがあるが，それぞれの畳み込み符号を
中心とした 2つの部分グラフに分割すれば，それぞれは
Polytreeとなり，BPと等価な BCJRアルゴリズムを用い
ることができる．Turbo復号ではそれぞれの部分グラフに
BCJRアルゴリズムを交互に用い反復することにより，事
後周辺確率の近似値を求めていることになる．これは loop
があり Polytreeとはなっていない符号の DAGに対して，
グラフを Polytreeとなる部分グラフに分割し，まず一方
の Polytree上で BPにより各節の暫定的な事後確率計算
を行う．次にその Polytree上で得られた情報系列に関す
る暫定的な事後確率を用いてもう一方の Polytree上でま
た BPを行い，それを反復することで暫定事後確率の値を
更新し収束させていると考えることができる．

また，Gallagerにより提案され最近再発見された LDPC
（低密度パリティ検査）符号 [6][15]は，２元符号で検査行
列H の各列の 1の数を J 個と一定数の小さい数に制限し
た符号である．この符号も DNや factorグラフで表現す
ると loopのあるグラフとなってしまう．そこで，turbo復
号と同様に符号を表現したグラフを幾つかの loopのない
部分グラフに分解し BPまたは sum-productsアルゴリズ
ムで反復計算し復号を行っている．sum-productsアルゴ
リズムを用いる場合，節に集まってくる情報の数が Jとな
ることで和の計算の次元が Jとなり，効率的計算が可能と
なっている．

このように一般の DAGに BPを無理やりに用いた場合
の性能は保証されるのであろうか．残念ながら，一般的に
は正しい事後確率を計算することの保証どころか，収束性
も保証されていない．しかし，これらの２つの符号をはじ
めいくつかの符号に対しては，復号誤り特性に関する多く
のシミュレーションの結果から，これらの復号法の良好な
性能が確認されている．理論的面からは，BPの演算を変
換した BPと同質なアルゴリズムにおいて，例えば，loop
が一つでアルファベットが 2元の DAGに対しアルゴリズ
ムは収束し，収束結果は真の最大事後確率による推定と一
致するという意味で正当性が示されている [18]．この結果
を拡張して単一 loopが複数存在するDAGに対しても，あ
る範囲内で正当性の保証が得られることも最近報告されて
いる．
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5 微分幾何からみた事後確率計算
n次元のパラメータ θで表現される確率分布 P (X, θ)全

体の集合 Sを考えてみる．この Sは n次元多様体をなし，
θはその局所座標系の一つとなる．この空間にある種の微
分幾何学的構造を導入したものが情報幾何学 [1]と呼ばれ，
情報理論，統計的推論，ニューラルネット等の分野で応
用されている．最近，Turbo復号や LDPC符号における
sum-productsアルゴリズムについてもこの情報幾何を用
いた研究 [9][16][17] が行われている．
座標系や確率変数のスケール等に不変性を仮定すると，

計量として Fisher情報量や双対な接続が導かれる．また，
距離の役目をする分離度として KL情報量とその双対の情
報量が導かれ，e座標系とm座標系と呼ばれる双対の座標
系や，e射影と m射影と呼ばれる双対の射影も導かれる．
このような微分幾何的な視点から本稿の中心的問題で

ある事後周辺確率の計算を眺めてみよう．事後確率分布
P (X|Y = y)は，多様体上のある点として表される事前分
布 P (X,Y )から P (Y = y)の制約を満たす部分空間上へ
の e射影と考えることができる．またある確率分布から周
辺分布を求めることは m射影とみなすことができる．つ
まり，事後周辺確率の計算は e射影と m射影の 2つの基
本的射影により簡素に表現できることになる．
BPのような効率的事後周辺確率の計算は，上記の視点

からはどのように見えるのであろうか．ある部分空間上で
の e射影と m射影を繰り返すことで，本来は空間全体で
の e射影と m射影により求まる事後周辺確率を求めてい
ると考えられる．各部分空間の関係が条件付独立を満たし
ている場合，この射影により正しい事後周辺分布を求める
ことができる．
Turbo復号や LDPC 符号における sum-productsアル

ゴリズムのように loopのある BNに BPを適用した場合
について，情報幾何を用いた解析が最近なされている [9]．
この研究では m射影の挙動に注目することにより，停留
点の安定性や解のずれなどについて考察されている．
また，対数線形モデルと呼ばれる分布のクラス上で e射

影と m射影を繰り返す視点から，周辺事後確率を計算す
るいくつかのアルゴリズムが提案 [16]されている．これら
は BPや sum-productsアルゴリズムの一般化と見なすこ
とができ，より広い確率分布のクラスや符号に適用可能な
アルゴリズムになっている．
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SITAニューズレター・ホームページＵＲＬの変更について

　SITAニューズレター 37号から、閲覧用ホームページの URLが
http://www.ogawa.nuee.nagoya-u.ac.jp/˜yamazato/sitanl/

に変更となりました。ここでは、36号以降を掲載しています。

　22号～35号のバックナンバーについては、暫定的に
http://sita-nl.ics.nitech.ac.jp/

で閲覧が可能です。

編 集 後 記

９月以降，わが家の地上波テレビの映りが良くなりまし
た．航空機による反射が減少したためでしょう．ワイキキ
で「ほら，また飛んだ！」とK大学の Sa先生が言われてい
たのを思い出します．特に島を結ぶ航空便は激減です．日

本からの観光客数も，通常の３分の１以下まで落ち込みま
したが，ホノルルマラソン以降は，除々に増加してきまし
た．いつになったら，テレビ映りが悪くなってくれるのか．
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