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お願い

• ナイトセッションらしく（らしさとは？）

だらだらと話しをさせて下さい。

• 参加型

和気あいあいとした雰囲気で

楽しい時間に。



定理証明支援系



定理証明支援系って何？

• 数学証明をプログラミング言語のように記述（＝形式化)して

定理証明支援系に渡すと，証明の正しさがチェックできる！

ライブラリ定理証明支援系利用者
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何が目的？何ができるの？

•定理証明支援系の目的は？

• 数学証明の正しさをチェックする

• コンピュータプログラムが仕様通りに動くことをチェックする

•誰がどういう用途で使っているの？

• 計算機科学者，プログラマ

コンピュータプログラムの検証

• 論理学者

さまざまな論理体系の研究

• 数学者

証明の正しさのチェック

数学知識のデータベース化



こんな場面で使われます～数学編 [1/2]

• ケプラー予想の形式検証（2002-2014）

• 「3次元空間における同一半径球の最密充填は，面心立方充填と

六方最密充填だけである」ことを主張する定理．ケプラーが1611

年に予想し，長年未解決だった．

• 1998年にThomas Halesが解決を主張したが，計算機を用いた

しらみつぶしによる解法だったため，査読者は「証明が正しいことを

99%確信」していたが，残り1%のギャップを埋められなかった．

• 2002年にHalesは定理証明支援系(Isabelle + HOL Light)に

よって，ケプラー予想の証明を形式化する「Flyspeckプロジェクト」

を立ち上げた．2014年に形式化が完成し，数学界に正式に証明が

受け入れられた．



こんな場面で使われます～数学編 [2/2]

• Formalizing 100 Theorems

• 2000年に選ばれた「The Hundred Greatest Thereom」を形式化しようという試み．

2023年までにフェルマーの最終定理を除く99の定理が形式化された．

• 主な定理

2が無理数であること，代数学の基本定理，

素数定理，ゲーデルの不完全性定理，

平方剰余の相互法則，円の面積，素数が無限に存在すること，

グリーンの定理，連続体仮説，ラムゼーの定理，

テイラーの定理，ブラウエルの不動点定理，

等周定理，πとeが超越数であること，大数の法則，

ユークリッドの互除法，シローの定理，フーリエ級数，

ルベーグ測度とルベーグ積分

出典: https://www.cs.ru.nl/~freek/100/

https://www.cs.ru.nl/~freek/100/


こんな場面で使われます～産業編 [1/2]

• Pentium FDIVバグ（１９９4年）

• Pentiumプロセッサの浮動小数点演算ユニットに不具合

• 除算で使うSRT法のルックアップテーブルに誤りがあった

• 100万回に高々61回しか起こらないためテストで見逃し

• リコールによる損失額は4.75億ドル(=約500億円)

• Intelはこれを教訓に，John Harrison等の形式化グループを

立ち上げて，定理証明支援系を用いた浮動小数点演算ユニット

の見直しを実施



こんな場面で使われます～産業編 [2/2]

• NASAのソフトウェアの形式検証(PVS, 1996?～)

• オペレーティングシステムseL4の形式検証 (Isabelle/HOL, 2009)

• C言語コンパイラCompCertの形式検証 (Coq, 2012)

• OpenSSLのプロトコルの安全性検証と脆弱性の発見(Coq, 2014)



あの数学者も使っています [1/2]

• Terence Tao (2006年フィールズ賞受賞者，The smartest man in the world）

出典: https://mathstodon.xyz/@tao/111360218854032278

https://mathstodon.xyz/@tao/111360218854032278


あの数学者も使っています [2/2]

• Peter Scholze (2020年フィールズ賞受賞者，数論幾何学の第一人者）

出典: https://xenaproject.wordpress.com/2021/06/05/half-a-year-of-the-liquid-tensor-experiment-amazing-developments/

https://xenaproject.wordpress.com/2021/06/05/half-a-year-of-the-liquid-tensor-experiment-amazing-


どうやって動く？～原理を探ろう

•証明と詰将棋って似ていませんか？

• 公理と推論規則 → 駒を動かすルール

• 命題 → 初期配置

• 証明 → 詰み手順



どうやって動く？～原理を探ろう

例: p → q → r → 𝑝 → 𝑞 → 𝑝 → 𝑟 の演繹証明

• 証明

1.  𝑝 → q → r が真であると仮定

2. 𝑝 → 𝑞 が真であると仮定

3.  𝑝 が真であると仮定

4. 1と3に①を適用して 𝑞 → 𝑟 が成り立つ

5. 2と3に①を適用すると 𝑞 が成り立つ

6. 4と5に①を適用すると 𝑟 が成り立つ

• 推論規則:

① 𝑥, (𝑥 → 𝑦) → y : モーダスポネンス

1. 𝑝 → 𝑞 → 𝑟

4. 𝑞 → 𝑟

2. 𝑝 → 𝑞 3. 𝑝

5. 𝑞

6. 𝑟



どうやって動く？～コンピュータ上で実現するには？

• 証明とプログラムを同一視する

• 推論規則や公理を関数で表し，証明を関数適用の組み合わせで表す

• 「命題=型」「証明=プログラム」

• h : p  「hは型pを持つプログラムである」 「hは命題pの証明である」

数学論理 プログラミング 詰将棋

公理，推論規則 関数 駒の動かし方

命題 型 初期盤面

証明 プログラム 詰み手順



どうやって動く？～コンピュータ上で実現するには？

•推論規則は関数で表される

𝑓 ℎ1: 𝑥, ℎ2: 𝑥 → 𝑦 = ℎ3: 𝑦

•証明(プログラム)

• 𝑓 𝑓 ℎ1, ℎ3 , 𝑓 ℎ2, ℎ3

読むのが大変！
どうやって正しいことを確認するの？

ℎ1 ∶ 𝑝 → 𝑞 → 𝑟

4. 𝑞 → 𝑟

ℎ2: 𝑝 → 𝑞 ℎ3: 𝑝

5. 𝑞

6. 𝑟



どうやって動く？～LEANで書いてみよう

variables p q r : Prop

example : (p → q → r) → (p → q) → p → r :=
begin
assume P_Q_R : p → q → r, -- p → q → rが真であると仮定
                 -- 仮定を P_Q_R と名付ける
 assume P_Q : p → q, -- p → qが真であると仮定
                 -- 仮定を P_Q と名付ける
 assume P : p, -- pが真であると仮定
                 -- 仮定を P と名付ける
 have Q_R : q → r, from P_Q_R P, -- p → q → r と p から q → r を示す
                 -- 新たに Q_R と名付ける
 have Q : q, from P_Q P, -- p → q と p から q を示す
                 -- 新たに Q と名付ける
 show r, from Q_R Q -- q → r と q から r を示す
end

Leanのおかげでだいぶ読みやすくなったぞ！



何が嬉しいの？

• 証明とプログラムが対応すると，仕様通りに動作するプログラムが書ける！

• 例) マージソートの出力がソート済みであることのLeanプログラム（一部省略）

def merge_sort : list α → list α
| [] := []
| [a] := [a]
| (a::b::l) := begin

cases e : split (a::b::l) with l₁ l₂,
cases length_split_lt e with h₁ h₂,
exact merge r (merge_sort l₁) (merge_sort l₂)

end

theorem sorted_merge_sort : ∀ l : list α, sorted r (merge_sort r l)
| [] := by simp [merge_sort]
| [a] := by simp [merge_sort]
| (a::b::l) := begin

cases e : split (a::b::l) with l₁ l₂,
cases length_split_lt e with h₁ h₂,
rw [merge_sort_cons_cons r e],
exact (sorted_merge_sort l₁).merge (sorted_merge_sort l₂)

end



生成AI



いろいろあるよ生成AI

•人工知能チャットボット
ChatGPT

By OpenAI。GPT…Generative Pre-trained Transformer。

Bart

By Google。BERTとGPTの合わせ技。

•画像生成AI ： text-to-image
Stable Diffusion

By Stability AI（CompVis, Runway）。 潜在拡散モデル。

Midjourney

By Midjourney, Inc。

•音楽生成AI : text-to-music
MusicGen

By Meta (facebook)。



使ってますか？生成AI

• みなさんの使用例を教えて下さい。

萩原： Stable Diffusion で萩原のイラスト、ビールのラベル

chatGPTで英語のメール作成（日本語から英語に翻訳）

chatGPTでLaTeX文書の校正



萩原： chatGPTでLaTeX文書の校正



萩原： chatGPTでLaTeX文書の校正



萩原： chatGPTでLaTeX文書の校正



萩原： chatGPTでLaTeX文書の校正



萩原： chatGPTでLaTeX文書の校正



欲しいよ！こんな生成AI

• text-to-ECC

• prop-to-proof

• 雑談-to-科研費申請書

• みなさんのご意見を教えて下さい。



CHATGPTのキー技術

• トランスフォーマー

文章にそれっぽい単語を

続ける機能

• アテンション

それっぽいを定める機能

• 大規模言語モデル（LLM）

大量の文章等を整理した

データ群

引用： Transformer Model And variants of Transformer (ChatGPT), AI Mind

https://pub.aimind.so/transformer-model-and-variants-of-transformer-chatgpt-3d423676e29c



生成AIの欠点

• 著作権・人権侵害

• 雇用減少

• 情報漏洩

• 依存

• 虚偽・不正確

生成には
元のデータが

存在
ディープフェーク

複雑な作業も
自動化、機械化

創作活動

機密情報から生成

コピー＆ペースト
だけの作文

それっぽい文章 指が６本の人間



自動証明



自動定理証明って何？

•コンピュータが証明を自動的に作ってくれる

•すでに一部の定理証明支援系には組み込まれている

Isabelle Sledgehammer

予想はできたけど
証明が思いつかない
助けて、野崎先生

しょうがないなぁ。
明日まで待ってて下さい。

萩原先生。

※これは自動証明ではない



実際に使ってみよう～問題設定

•群の公理

•単位元の存在: ∀𝑥 (𝑒 ⋅ 𝑥 = 𝑥)

•逆元の存在: ∀𝑥 (𝑥−1 ⋅ 𝑥 = 𝑒)

•結合法則: ∀𝑥∀𝑦∀𝑧 ( 𝑥 ⋅ 𝑦 ⋅ 𝑧 = 𝑥 ⋅ 𝑦 ⋅ 𝑧 )

•証明したい定理

•前提: ∀𝑥 (𝑥 ⋅ 𝑥 = 𝑒)

•結論: ∀𝑥∀𝑦 (𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑦 ⋅ 𝑥)



実際に使ってみよう～入力

• 証明したい公理や命題をTPTP言語へ変換

%---- 1 * x = 1

fof(leftidentity,axiom,

    ! [X] : mult(e,X) = X).

%---- i(x) * x = 1

fof(leftinverse,axiom,

    ! [X] : mult(inverse(X),X) = e).

%---- (x * y) * z = x * (y * z)

fof(associativity,axiom,

    ! [X,Y,Z] : mult(mult(X,Y),Z) = mult(X,mult(Y,Z))).

%---- x * x = 1

fof(groupoforder2,hypothesis,

    ! [X] : mult(X,X) = e).

    

%----prove x * y = y * x

fof(commutativity,conjecture,

    ! [X,Y] : mult(X,Y) = mult(Y,X) ).



実際に使ってみよう～出力

% Running in auto input_syntax mode. Trying TPTP

% Refutation found. Thanks to Tanya!

% SZS status Theorem for problem

% SZS output start Proof for problem

1. ! [X0] : mult(e,X0) = X0 [input]

2. ! [X0] : e = mult(inverse(X0),X0) [input]

3. ! [X0,X1,X2] : mult(mult(X0,X1),X2) = mult(X0,mult(X1,X2)) [input]

4. ! [X0] : e = mult(X0,X0) [input]

5. ! [X0] : mult(X0,X1) = mult(X1,X0) [input]

6. ~! [X1] : ! [X0] : mult(X0,X1) = mult(X1,X0) [negated conjecture 5]

7. ~! [X0] : ! [X1] : mult(X0,X1) = mult(X1,X0) [rectify 6]

8. ~! [X0,X1] : mult(X0,X1) = mult(X1,X0) [flattening 7]

9. ? [X0,X1] : mult(X0,X1) != mult(X1,X0) [ennf transformation 8]

10. ? [X0,X1] : mult(X0,X1) != mult(X1,X0) => mult(sK0,sK1) != mult(sK1,sK0) [choice axiom]

11. mult(sK0,sK1) != mult(sK1,sK0) [skolemisation 9,10]

12. mult(e,X0) = X0 [cnf transformation 1]

13. e = mult(inverse(X0),X0) [cnf transformation 2]

14. mult(mult(X0,X1),X2) = mult(X0,mult(X1,X2)) [cnf transformation 3]

15. e = mult(X0,X0) [cnf transformation 4]

16. mult(sK0,sK1) != mult(sK1,sK0) [cnf transformation 11]

17. mult(X0,mult(X0,X1)) = mult(e,X1) [superposition 14,15]

19. mult(e,X1) = mult(inverse(X0),mult(X0,X1)) [superposition 14,13]

21. e = mult(X0,mult(X1,mult(X0,X1))) [superposition 14,15]

23. mult(X0,mult(X0,X1)) = X1 [forward demodulation 17,12]

24. mult(inverse(X0),mult(X0,X1)) = X1 [forward demodulation 19,12]

29. mult(inverse(X0),e) = X0 [superposition 23,13]

77. mult(X1,mult(X0,X1)) = mult(inverse(X0),e) [superposition 24,21]

92. mult(X1,mult(X0,X1)) = X0 [forward demodulation 77,29]

127. mult(X0,X1) = mult(X1,X0) [superposition 23,92]

271. mult(sK0,sK1) != mult(sK0,sK1) [superposition 16,127]

272. $false [trivial inequality removal 271]

% SZS output end Proof for problem

% ------------------------------

% Version: Vampire 4.8 (commit dd1c1e0fb on 2023-11-20 15:37:59 +0100)

% Termination reason: Refutation

% Memory used [KB]: 494

% Time elapsed: 0.002 s



どのように動いている？

𝐶1 = ¬𝑆 𝑥 ∨ 𝑃 𝑥 𝐶3 = 𝑆 𝑥 ∨ 𝑅(𝑥) 𝐶4 = ¬𝑅(𝑎)

𝐶5 = ¬𝑃(𝑎)

仮定: 1. ∀𝑥( 𝑆 𝑥 ∨ 𝑇 𝑥 → 𝑃 𝑥 )

2. ∀𝑥 𝑆 𝑥 ∨ 𝑅 𝑥

3. ¬𝑅(𝑎)

結論: 𝑃(𝑎)

スコーレム化して
連言標準形に直す

𝐶6 = 𝑆(𝑎)

𝑥 → 𝑎

𝐶7 = 𝑃(𝑎)

𝑥 → 𝑎

□ (=矛盾)

反駁をとる ∀𝑥( 𝑆 𝑥 ∨ 𝑇 𝑥 → 𝑃 𝑥 )

∀𝑥 𝑆 𝑥 ∨ 𝑅 𝑥

¬𝑅(𝑎)

¬𝑃(𝑎)

ここから矛盾が出てくればOK

𝐶1 = ¬𝑆 𝑥 ∨ 𝑃 𝑥

𝐶2 = ¬𝑇 𝑥 ∨ 𝑃(𝑥)

𝐶3 = 𝑆 𝑥 ∨ 𝑅(𝑥)

𝐶4 = ¬𝑅(𝑎)

𝐶5 = ¬𝑃(𝑎)

𝑙 ∨ 𝑃, ¬𝑙 ∨ 𝑄

𝑃 ∨ 𝑄

導出原理

初期節と導出節からペアを選んで導出規則を適用して矛盾が出たら終了
初期節をうまく絞り込むこと（Premise Selection)と
ペアをうまく選ぶこと(Strategy Selection)が攻略の鍵

初期節の集合

導出規則



LLM以前のディープラーニングによる自動定理証明

• MizAR 60 for Mizar 50 (2021)

出典: https://arxiv.org/pdf/2303.06686.pdf

↑Mizar数学ライブラリの自動証明の成功率の変遷
2014年に40%だった成功率が，2021年に75%に到達した．
学習時間はNVIDIA V100 GPU x 1で12日．
実験では命題一つにつき120秒打ち切り．

https://arxiv.org/pdf/2303.06686.pdf


DEEPMIND のLLM数学ソルバ(自然言語)

• Minerva (2022)

出典: https://blog.research.google/2022/06/minerva-solving-quantitative-reasoning.html

従来，LLMは数学が苦手だったものをファイ
ンチューンした．MATH dataset（米国の競技
数学レベルの問題セット）の正答率はPaLM

540Bで8.8%だったが，Minerva 540Bでは
50.3%に向上．

https://blog.research.google/2022/06/minerva-solving-quantitative-reasoning.html


OPEN AIのLLM数学ソルバ(自然言語)

• Let’s Verify Step by Step (2023)

出典: https://arxiv.org/pdf/2305.20050.pdf

答案の途中経過が正しいかを機械学習モデルで
監視させることによって精度を向上させた
DeepMindのMinervaでは50%だったMATH dataset

の解答精度をわずか1年で80%まで向上．

ボトルネックは学習データのアノテーション付け
を人間が行っていること．定理証明支援系
と組み合わせれば自動化できるのでは？

https://arxiv.org/pdf/2305.20050.pdf


自動定理証明 + LLM + LEAN = ？

• Lean Dojo(2023)

出典: https://leandojo.org/

https://leandojo.org/


AIは国際数学オリンピック(IMO)で金メダルを取れるか？

• 1位賞金 500万ドル = 7.4億円

出典: https://aimoprize.com/ 出典: https://imo-grand-challenge.github.io/

• 形式化数学グループはLeanで解くことを
レギュレーションに加えるように提案

https://aimoprize.com/
https://imo-grand-challenge.github.io/


AIがIMOで金メダルを取るのはいつ頃だと予想しますか？

会場アンケート

• 1年以内

• 1～3年

• 3～５年

• 5～10年

• 10～20年

• 20年～



AIがIMOで金メダルを取るのはいつ頃だと予想しますか？

出典: https://www.metaculus.com/questions/6728/ai-wins-imo-gold-medal/

• 2028年が平均的な予想

• 生成AIの登場で予想が前倒しに

https://www.metaculus.com/questions/6728/ai-wins-imo-gold-medal/


生成AIを使った形式証明



デモ：CHATGPTとLEANの合わせ技

• オンラインLEANで「マルコフの不等式」を証明してみましょう。

• これから証明する命題の主張

「𝑋 を有限個の確率変数とし、𝑎>0 とすると、

P(|𝑋|≥𝑎) ≤ 𝐸(|𝑋|)/𝑎 が成り立つ」



形式化のコツ

1. 紙とペンで証明のアウトラインを書いておこう

2. 小さい補題をたくさん作ろう

3. 困ったらhaveで構造化しよう

4. 一般化は後回しにしよう

5. 分からないことはLLMに質問しよう



LEAN のココが凄い (*ﾟ0ﾟ*)

• 証明もプログラミングも両方できる

• 表現力が高く，抽象的な概念も朝飯前

• 自然言語に近い形に構造化して書くことができる

• タクティクスを書いて証明を自動化できる

• プレースホルダ（Leanが補完してくれる）が便利

• Microsoft謹製のオープンソース

• チュートリアルやドキュメントが豊富

• コミュニティが大きく，数学ライブラリが急速に成長中



LEAN のココが不満（>﹏<）※個人差があります

•理解するのが難しい

• 型理論，圏論，関数型言語，ラムダ計算，モナド…

• 文法が複雑，特にタクティクスの文法はカオス…

• 抽象度が高すぎて，ライブラリを読むのに苦痛を伴う

•証明を書くのに時間がかかる

• 論文の20～100倍，プログラミングの10倍～30倍

• そもそも厳密に証明すること自体が難しい

• 型付けが厳密で，エラーの読解が難しい

• ライブラリが大きいと定理検索が大変

• まだまだ自動推論が弱い



分からないことはLLMに質問しよう

• 「定理や定義のアウトラインを教えて」

• 「この定理（定義 or 証明)をLeanに翻訳して」

• 「こういう定理がライブラリにあるか教えて」

• 「この証明に使えそうなタクティクスを教えて」

• 「このLeanのコードを解説して」

• 「Leanでこういった文法はある？」

• 「こういうエラーが出たのだけれど，どういう意味？できれば直して」



LEAN FAQ

• Q1. 最新版はLean4だけどLean3を使ってデモしたのはどうして？

A1. まだChatGPTがLean4を学習していないためです．

Lean3とLean4は文法がかなり異なるので，注意してください．

• Q2. 最初は何から勉強すれば良いの？

A2. リンク集の「Learn Lean」を上から順に学習するのがお勧めです

https://github.com/fpvandoorn/lean-links

• Q3. Web版よりローカルにインストールした方がいいの？

A3. 最初はWeb版でも構いません．本格的に使いたくなったら

VSCodeのGitHub Copilotが使えるようにローカルにインストールしましょう．

https://github.com/fpvandoorn/lean-links


定理証明支援系と
自動定理証明の未来

•いま

• 定理証明支援系による形式化証明は，人間が書かなければならない

• LLMや検索エンジンを使うことで，形式化を効率化できる ← new

•これから

• プログラミング環境やLaTeX環境に定理証明支援系が組み込まれる

• AIが定理証明支援系と自動定理証明を使って，

プログラムや証明を裏側でチェック

• 人類の数理知識はAIによって形式化されてデータベース化



もっと詳しく: 定理証明支援系COQの参考書

• 萩原学/アフェルト・レナルド著

「Coq/SSReflect/MathCompによ

る定理証明」



情報理論の形式化の現状



シャノンの定理周り / COQ
• Formalization of Shannon's theorems,

R Affeldt, M Hagiwara, J Sénizergues,
Journal of automated reasoning, 2014 - Springer

• Formalization of the variable-length source coding theorem: Direct 
part,
Ryosuke Obi, Manabu Hagiwara, Reynald Affeldt,
2014 ISITA

• Formalization of binary symmetric erasure channel based on infotheo,
Kyosuke Nakano, Manabu Hagiwara, 
2016 ISITA

• Examples of Formal Proofs about Data Compression,
Reynald Affeldt; Jacques Garrigue; Takafumi Saikawa
2018 ISITA



削除誤り訂正符号 / LEAN

• Formalization of coding theory using lean,
Manabu Hagiwara, Kyosuke Nakano, Justin Kong,
2016 ISITA

• Formalization of Insertion/Deletion Codes and the Levenshtein Metric in Lean,
Justin Kong, David J Webb, Manabu Hagiwara,
2018 ISITA

• Formalization of VT Codes and Their Single-Deletion Correcting Property in 
Lean,
Y Kondo, M Hagiwara, M Kudo,
2020 ISITA



その他
• Verified Erasure Correction in Coq with MathComp

and VST
Joshua M. Cohen, Qinshi Wang & Andrew W. Appel 
2022 Computer Aided Verification

• Formal verification of ECCs for memories using 
ACL2
M Naseer, W Ahmad, O Hasan
Journal of Electronic Testing 2020 - Springer

• A library for formalization of linear error-correcting 
codes
R Affeldt, J Garrigue, T Saikawa
Journal of Automated Reasoning 2020 - Springer

• Markov chains and Markov decision processes in 
Isabelle/HOL
J Hölzl - Journal of Automated Reasoning 2017

• Formalization of DPI and Jensen's Inequality in HOL
C Dunchev, G Helali, O Hasan, S Tahar
2016 - hvg.ece.concordia.ca

• Formalization of error-correcting codes: from 
Hamming to modern coding theory,
R Affeldt, J Garrigue
Theorem Proving: 6th International Conference, 
ITP 2015 

• Formalization of entropy measures in HOL
T Mhamdi, O Hasan, S Tahar
International Conference on Interactive Theorem 
Proving 2011 - Springer

• Formalized Information-Theoretic Proofs of 
Privacy Using the HOL4 Theorem-Prover
Aaron R. Coble
International Symposium on Privacy Enhancing 
Technologies Symposium PETS 2008: Privacy 
Enhancing Technologies



ISITA 
SINCE 2020



あります。エントロピー周りの
ライブラリ

• https://leanprover-

community.github.io/mathlib4_docs/Mathlib/InformationTheor

y/Hamming.html

• みましょう。

https://leanprover-community.github.io/mathlib4_docs/Mathlib/InformationTheory/Hamming.html
https://leanprover-community.github.io/mathlib4_docs/Mathlib/InformationTheory/Hamming.html
https://leanprover-community.github.io/mathlib4_docs/Mathlib/InformationTheory/Hamming.html


おしまい
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