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はじめに
単一通信路に対する通信路容量の反復計算アルゴリズム :

Arimoto(IT, 1972, Jan.)[1]，Blahut(IT, 1972, July)[2]

多端子通信路の容量域を求める問題：
Carvoら(ISIT, 2008)[3], (Com, 2010)[12] による指摘
一般には非凸最適化問題

最適解への収束を保証するアルゴリズムは知られていない．

⇒ 多端子情報理論における基本的未解決問題

安井ら（信学論，2008)[4]の研究:
Arimoto-Blahut （AB）アルゴリズムにより最適解が得られるクラスを提示

上記以後，最適解が得られるクラスは拡大していない？
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研究（あがき）の動機
多端子通信路の容量域を求める問題：

例題の計算は領域が解析的に求まる場合に限られている．

劣化型放送通信路（DBC）と多重アクセス通信路（MAC）に注目:
Arimoto-Blahut （AB）アルゴリズムでどこまで出来るか？
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動機

領域が解析的に求められない場合に
その具体形を描きたい．

本研究（あがき）



DBCの容量域計算
劣化型放送通信路(Degraded broadcast channels(DBC))の容量域計算:
Yasui and Matsushima (ISIT, 2010) [6]
非凸最適化問題に対するArimoto-Blahut型領域計算アルゴリズム

最適解への収束の条件

上記問題に対する緩和項を用いた容量域計算アルゴリズム :
新井 ,大濱 ( S I TA , 2 0 14 )

最適解への収束の議論が不十分

八田，大濱[8]（ＩＴ研，2020）による上記アルゴリズムの解析:
最適分布への収束性を数値実験により解析

最適分布へ収束するための十分条件

Yasui and Matsushima の得た結果との比較
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劣化型放送通信路（DBC）

特に確率遷移行列𝑊𝑊 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑥𝑥 が以下の条件
𝑊𝑊 𝑦𝑦, 𝑧𝑧|𝑥𝑥 = 𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑊𝑊2 𝑧𝑧 𝑦𝑦 𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧 ∈𝓧𝓧×𝓨𝓨×𝓩𝓩

を満たす放送通信路を、劣化型放送通信路（DBC）とよぶ。
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𝑊𝑊1(𝑦𝑦|𝑥𝑥) 𝑊𝑊2(𝑧𝑧|𝑦𝑦)
出力
𝑍𝑍

入力
𝑋𝑋

出力

𝑌𝑌

• 有限集合X,Y,Z
• 確率変数:入力 𝑋𝑋 ∈ X、 出力 𝑌𝑌 ∈ Y、 𝑍𝑍 ∈ Z
• X,Y,Zの各要素をそれぞれ 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧



DBCの容量域
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DBCの容量域を と表す．

有限集合𝓤𝓤に値をとる確率変数𝑈𝑈を導入．

(𝑈𝑈,𝑋𝑋,𝑌𝑌,𝑍𝑍)の同時分布とその集合：

𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 = 𝑝𝑝𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑢𝑢,𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧 ∈𝓤𝓤×𝓧𝓧×𝓨𝓨×𝓩𝓩

𝓟𝓟 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 =
𝑝𝑝 = 𝑝𝑝𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈:𝑝𝑝 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 = 𝑝𝑝 𝑢𝑢, 𝑥𝑥 𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥 𝑊𝑊2 𝑧𝑧 𝑦𝑦 ,

𝓤𝓤 ≤ min 𝓧𝓧 , 𝓨𝓨 , 𝓩𝓩

条件付き相互情報量𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌 𝑈𝑈 ，相互情報量𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈 ：

𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌 𝑈𝑈 = �
𝑢𝑢,𝑥𝑥,𝑦𝑦

𝑝𝑝𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 log
𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝑝𝑝𝑈𝑈|𝑈𝑈 𝑦𝑦 𝑢𝑢

𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈 = �
𝑢𝑢,𝑧𝑧

𝑝𝑝𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑢𝑢, 𝑧𝑧 log
𝑝𝑝𝑈𝑈|𝑈𝑈 𝑧𝑧 𝑢𝑢
𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑧𝑧



容量域の支持直線表現（1/4）
𝑅𝑅1: 𝑌𝑌を受信信号とする受信者へのメッセージの伝送レート

𝑅𝑅2: 𝑍𝑍を受信信号とする受信者へのメッセージの伝送レート
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通信路容量域： =
𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 :𝑅𝑅1 ≤ 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌 𝑈𝑈 ,

𝑅𝑅2 ≤ 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈 ,∃𝑝𝑝 ∈ 𝓟𝓟 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

命題1

= �
1≥𝜇𝜇≥0

𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 : 𝜇𝜇𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2 ≤ 𝐶𝐶 𝜇𝜇 𝑊𝑊1 , 𝑊𝑊2

以下を定義する．

𝐶𝐶 𝜇𝜇 𝑊𝑊1 , 𝑊𝑊2 ≜ max
𝑝𝑝∈𝓟𝓟 𝑊𝑊1 ,𝑊𝑊2

𝜇𝜇𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌 𝑈𝑈 + 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈
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𝑅𝑅2

𝑅𝑅1

𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈

𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈

𝑅𝑅2 = −𝜇𝜇𝑅𝑅1 + 𝜇𝜇𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈 + 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈

𝜇𝜇𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈 + 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈 𝜇𝜇, 1

𝑅𝑅1 − 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈 ,𝑅𝑅2 − 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈

法線ベクトルを 𝜇𝜇, 1 とする直線

容量域の支持直線表現（2/4）
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𝑅𝑅2

𝑅𝑅1

𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈

𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈

max
𝑝𝑝

𝜇𝜇𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈 + 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈 = 𝐶𝐶 𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

𝑅𝑅2 = −𝜇𝜇𝑅𝑅1 + 𝜇𝜇𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈 + 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈

𝜇𝜇, 1

𝑅𝑅1 − 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑋𝑋;𝑌𝑌|𝑈𝑈 ,𝑅𝑅2 − 𝐼𝐼𝑝𝑝 𝑍𝑍;𝑈𝑈

法線ベクトルを 𝜇𝜇, 1 とし
𝑅𝑅2切片が最大となる直線

容量域の支持直線表現（3/4）



𝑅𝑅2

𝑅𝑅1

𝜇𝜇′, 1

𝜇𝜇, 1

𝜇𝜇′′, 1

𝜇𝜇′′′, 1

容量域 は𝐶𝐶 𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 により決定される。

： 𝜇𝜇∈[0,1] を動かしたときに得られる
全ての支持直線の下側の領域𝐶𝐶 𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

𝐶𝐶 𝜇𝜇′ 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

𝐶𝐶 𝜇𝜇′′ 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2
𝐶𝐶 𝜇𝜇′′′ 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2
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容量域の支持直線表現（4/4）



ペナルティ項の導入

11

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 ≜ max
𝑝𝑝,𝑞𝑞

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑝𝑝, 𝑞𝑞

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ≜ 𝜇𝜇 + 𝛼𝛼 �
𝑢𝑢,𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧

𝑞𝑞 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 �𝜔𝜔𝑝𝑝
𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧
𝜇𝜇 + 𝛼𝛼

𝜔𝜔𝑞𝑞
𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ≜ 𝜇𝜇 log

𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈 𝑦𝑦 𝑢𝑢

+ log
𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈 𝑧𝑧 𝑢𝑢
𝑞𝑞𝑧𝑧 𝑧𝑧

+ 𝛼𝛼 log
𝑊𝑊2 𝑧𝑧 𝑦𝑦 𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥
𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈 𝑧𝑧,𝑦𝑦 𝑥𝑥,𝑢𝑢

1 − 𝜇𝜇 ≤ 𝛼𝛼のとき

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 = max
𝑞𝑞
�𝜇𝜇𝐼𝐼𝑞𝑞 𝑋𝑋;𝑌𝑌 𝑈𝑈 + 𝐼𝐼𝑞𝑞 𝑍𝑍;𝑈𝑈

�−𝛼𝛼𝐷𝐷 �� �𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈�𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈 − 𝜇𝜇𝐷𝐷 �� �𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈‖𝑊𝑊1 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈
また𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 は𝛼𝛼 > 0に関して単調減少であり，任意の𝛼𝛼 > 0に対し

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 ≥ 𝐶𝐶 𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

特に

lim
𝛼𝛼→∞

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 = 𝐶𝐶 𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

補題1

ペナルティ項



ペナルティによる差凸の緩和
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ペナルティ



𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑝𝑝,𝑞𝑞 に関する２つの補題

13

固定した𝑞𝑞に対し，𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 は，p＝qのとき以下の最大値をとる．

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞, 𝑞𝑞 = �
𝑢𝑢,𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧

𝑞𝑞 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝜔𝜔𝑞𝑞
𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧

固定した𝑝𝑝に対し，𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 は，𝑞𝑞が

𝑞𝑞 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 =
1
𝐾𝐾

exp
1

𝜇𝜇 + 𝛼𝛼
𝜔𝜔𝑞𝑞

𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧

𝐾𝐾 = �
𝑢𝑢,𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧

exp
1

𝜇𝜇 + 𝛼𝛼
𝜔𝜔𝑞𝑞

𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧

のとき以下の最大値をとる．

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 = 𝜇𝜇 + 𝛼𝛼 log∑ 𝑢𝑢,𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧 exp 1
𝜇𝜇+𝛼𝛼

𝜔𝜔𝑞𝑞
𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 𝑝𝑝 𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧

－𝜇𝜇𝐷𝐷 �� �𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈‖𝑊𝑊1 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈−𝛼𝛼𝐷𝐷 �� �𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈�𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈＝𝜇𝜇𝐼𝐼𝑞𝑞 𝑋𝑋;𝑌𝑌 𝑈𝑈 +𝐼𝐼𝑞𝑞 𝑍𝑍;𝑈𝑈

補題2

補題3



交互最大化アルゴリズム

分布更新式：
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ここで𝑞𝑞∗は𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 の最適値を与える最適分布

𝑡𝑡 = 0,1,2,⋯に対し

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 0 , 𝑞𝑞 0 ≤ 𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 0 , 𝑞𝑞 1 ≤ ⋯

≤ 𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 𝑡𝑡 , 𝑞𝑞 𝑡𝑡 ≤ 𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 𝑡𝑡 , 𝑞𝑞 𝑡𝑡+1 ≤ ⋯

≤ 𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞∗ = 𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

命題2

ここで



交互最大化アルゴリズム

15

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 0 , 𝑞𝑞 0
𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 0 , 𝑞𝑞 1

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 1 , 𝑞𝑞 1

最大化

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞∗, 𝑞𝑞∗ = 𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

分布を交互に固定・更新していくことで
目的関数を最大化



提案アルゴリズムの収束性

非負整数𝑡𝑡 = 1,2,⋯に対して次の等式が成り立つ。

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2 − 𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 𝑡𝑡 , 𝑞𝑞 𝑡𝑡+1 ＝ 𝜇𝜇 + 𝛼𝛼 𝐷𝐷 𝑞𝑞 ∗ �𝑞𝑞 𝑡𝑡 − 𝐷𝐷 𝑞𝑞 ∗ �𝑞𝑞 𝑡𝑡+1

−𝜇𝜇𝐷𝐷 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈
∗ 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈

𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑈𝑈∗ − 𝐷𝐷�𝑞𝑞𝑈𝑈∗ � �𝑞𝑞𝑈𝑈
𝑡𝑡 − 𝛼𝛼𝐷𝐷 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈

∗ 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈∗ + 𝐷𝐷 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈

∗ 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈
𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑈𝑈∗

16

−𝜇𝜇𝐷𝐷 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈
∗ 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈

𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑈𝑈∗ − 𝐷𝐷�𝑞𝑞𝑈𝑈∗ � �𝑞𝑞𝑈𝑈
𝑡𝑡 − 𝛼𝛼𝐷𝐷 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈

∗ 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈|𝑈𝑈𝑈𝑈
𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑈𝑈𝑈𝑈∗ + 𝐷𝐷 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈

∗ 𝑞𝑞𝑈𝑈|𝑈𝑈
𝑡𝑡 𝑞𝑞𝑈𝑈∗ ≤ 0

が成り立つと仮定すると

lim
𝑡𝑡→∞

𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑞𝑞 𝑡𝑡 , 𝑞𝑞 𝑡𝑡+1 = 𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

命題3 (新井, 大濱(SITA 2014))

命題4 (新井, 大濱(SITA 2014))



2元対称通信路における実験
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パラメータの設定

初期分布の設定

𝛼𝛼𝑘𝑘 = 106 × 𝜇𝜇𝑘𝑘 , 𝜇𝜇𝑘𝑘 =
1
𝜌𝜌𝑘𝑘

, 𝜌𝜌: 1 → 104,𝜌𝜌𝑘𝑘+1 = 𝜌𝜌𝑘𝑘 + 0.1, 𝑘𝑘 = 0,1,2, …

分布更新の停止条件は、任意の(𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)のもとで

𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘
𝑡𝑡 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 − 𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘

𝑡𝑡−1 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ≤ 𝜖𝜖, 𝜖𝜖 = 10−4

を満たす最小の𝑡𝑡(これを𝑡𝑡∗とする)のとき停止する。

1. 𝑘𝑘 = 0に対しU × X × Y × Z上の分布𝑞𝑞𝜇𝜇0
[0]
を適当にとる。

2. 𝑘𝑘 = 1,2, …に対し初期分布𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘
[0] = 𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘−1

[𝑡𝑡∗]
と設定する。



2元における実験結果

18

A:𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =

95
100

5
100

5
100

95
100

, 𝑊𝑊2 𝑧𝑧 𝑦𝑦 =

95
100

5
100

5
100

95
100

B:𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =

95
100

5
100

5
100

95
100

, 𝑊𝑊2 𝑧𝑧 𝑦𝑦 =

70
100

30
100

30
100

70
100

A

B

確率遷移行列の設定



3元対称通信路における実験
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パラメータの設定

初期分布の設定

分布更新の停止条件は、任意の(𝑢𝑢, 𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧)のもとで

𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘
𝑡𝑡 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 − 𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘

𝑡𝑡−1 𝑢𝑢, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ≤ 𝜖𝜖, 𝜖𝜖 = 10−2

を満たす最小の𝑡𝑡(これを𝑡𝑡∗とする)のとき停止する。

1. 𝑘𝑘 = 0に対しU × X × Y × Z上の分布𝑞𝑞𝜇𝜇0
[0]
を適当にとる。

2. 𝑘𝑘 = 1,2, …に対し初期分布𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘
[0] = 𝑞𝑞𝜇𝜇𝑘𝑘−1

[𝑡𝑡∗]
と設定する。

𝛼𝛼𝑘𝑘 = 105 × 𝜇𝜇𝑘𝑘 , 𝜇𝜇𝑘𝑘 =
1
𝜌𝜌𝑘𝑘

, 𝜌𝜌: 1 → 104,𝜌𝜌𝑘𝑘+1 = 𝜌𝜌𝑘𝑘 + 0.1, 𝑘𝑘 = 0,1,2, …



3元における実験結果
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C:𝑊𝑊1 𝑦𝑦 𝑥𝑥 =

90
100

5
100

5
100

5
100

90
100

5
100

5
100

5
100

90
100

, 𝑊𝑊2 𝑧𝑧 𝑦𝑦 =

90
100

5
100

5
100

5
100

90
100

5
100

5
100

5
100

90
100

確率遷移行列の設定



実験の考察

2元劣化型対称放送通信路

A,Bどちらにおいても実験値と理論値が一致

最適な分布に収束していると考えられる．

3元劣化型対称放送通信路

C-1は総当たりの結果と近い値である．→緩和問題に対す
る最適分布に収束した結果ではないか．

一方C-2～C-5は，初期分布によってC-1とは異なる収束が
得られた．

21



𝜇𝜇 = 1で通信路容量を得たときの
それぞれの最適分布

22

𝑅𝑅1 = 𝐶𝐶 𝑊𝑊1 ,𝑅𝑅2 = 0
を与える最適分布

が複数ある
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通信路容量
𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

異なる容量域が得られる
理由の推測

𝜇𝜇 = 1 イメージ図

C-1の
収束分布

C-2 C-5

全ての分布で通信路容量が得られているが
収束している座標が異なる
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異なる容量域が得られる
理由の推測

0 < 𝜇𝜇 < 1

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

𝜇𝜇の値を変えていくと
差凸の形が生まれてくる

イメージ図
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異なる容量域が得られる
理由の推測

0 < 𝜇𝜇 < 1

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

それぞれの分布が
異なる山に収束していく

イメージ図
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異なる容量域が得られる
理由の推測

𝜇𝜇 = 0

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝜇𝜇 𝑊𝑊1,𝑊𝑊2

C-2 C-5C-1

収束分布の推移の仕方によって
異なる容領域が描かれる

イメージ図



結論

緩和項を用いたArimoto-Blautht 型容量域逐次計算アルゴ
リズム

提案アルゴリズムを用いた数値実験

初期分布の選び方による異なる結果とその理由

Kumar and Thangaragi (ISIT2008)[5], Yasui and Matsuhima
（ISIT2010）[6], 提案アルゴリズムの生成する分布列が最適分布
へ収束するための十分条件を導出できる．

緩和項の導入→上記の十分条件は，Yasui and Matsushima 
(ISIT2010)[6]の得た十分条件よりも見かけ上緩い．真に緩いかど
うか？

27



MACの容量域計算について

28

・Yatanabe (IT, 1996)[9],  浜田ら (IT研,1998)[10], 
Rezaeian and Grant (IT, 2004)[11] , Calvoら（Com, 2010) [12]
による研究

容量域を計算するアルゴリズムは確立されていない．

・岸本，大濱（SITA2021）[13]の結果
a) 2入力1出力MACの容量域計算アルゴリズムの提案

ABアルゴリズム＋部分的全数探索
b) 具体例に対する領域の描画
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多重アクセス通信路(MAC)

： 通信路の入力を表す確率変数（独立）
：通信路からの出力を表す確率変数

𝒳𝒳,𝒴𝒴,𝒵𝒵
𝑋𝑋 ∈ 𝒳𝒳,𝑌𝑌 ∈ 𝒴𝒴
𝑍𝑍 ∈ 𝒵𝒵
𝒳𝒳,𝒴𝒴,𝒵𝒵の各要素をそれぞれ 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 とする．

遷移確率行列は以下のように与えられる．

：有限集合
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MACを用いた情報伝送

𝒞𝒞MAC(𝑊𝑊) ：MACの容量域

誤り確率:

レート:(𝑅𝑅1,𝑅𝑅2)

無記憶通信路

𝒞𝒞MAC 𝑊𝑊 ≜ { 𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 :ある符号器1,符号器2,復号器に対し

𝑃𝑃𝑒𝑒
𝑛𝑛 → 0 𝑛𝑛 → ∞ }
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相互情報量とダイバージェンス

ダイバージェンスは以下で表される．

（条件付き）相互情報量は以下で表される．

ダイバージェンスは非負であり，等号成立条件は𝑝𝑝𝑈𝑈 = 𝑞𝑞𝑈𝑈である．

𝐼𝐼 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑊𝑊|𝑝𝑝𝑈𝑈 = �
𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧

𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑦𝑦 𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑥𝑥,𝑦𝑦) log
𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑥𝑥,𝑦𝑦)

∑𝑏𝑏 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑏𝑏 𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑥𝑥, 𝑏𝑏)

𝐼𝐼 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑊𝑊 = �
𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧

𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑦𝑦 𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑥𝑥, 𝑦𝑦) log
𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑥𝑥,𝑦𝑦)

∑𝑎𝑎,𝑏𝑏 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑎𝑎 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑏𝑏 𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑎𝑎, 𝑏𝑏)

𝐼𝐼 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑊𝑊|𝑝𝑝𝑈𝑈 = �
𝑥𝑥,𝑦𝑦,𝑧𝑧

𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑥𝑥 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑦𝑦 𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑥𝑥,𝑦𝑦) log
𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

∑𝑎𝑎 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑎𝑎 𝑊𝑊(𝑧𝑧|𝑎𝑎,𝑦𝑦)
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𝒞𝒞MAC 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑊𝑊 ≜ { 𝑅𝑅1,𝑅𝑅2 :𝑅𝑅1 ≤ 𝐼𝐼 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑊𝑊 𝑝𝑝𝑈𝑈 ,
𝑅𝑅2 ≤ 𝐼𝐼 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑊𝑊 𝑝𝑝𝑈𝑈 ,

𝑅𝑅1 + 𝑅𝑅2 ≤ 𝐼𝐼(𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑊𝑊)}

固定された入力分布（ ）に対するMACの容量域を

𝒞𝒞MAC 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑊𝑊 とし，次のように定義する．

𝒞𝒞MAC 𝑝𝑝𝑈𝑈, 𝑝𝑝𝑈𝑈 𝑊𝑊

MACの通信路容量域(1/3)
𝑝𝑝𝑈𝑈, 𝑝𝑝𝑈𝑈
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入力分布 ( 𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑝𝑝𝑈𝑈) を動かすと…

MACの通信路容量域(2/3)
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MACの通信路容量域(3/3)
𝒞𝒞MAC(𝑊𝑊)は以下で与えられる．

𝒞𝒞MAC(𝑊𝑊)の境界

conv(𝐴𝐴)：集合𝐴𝐴の凸包
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接平面表現による容量域計算(1/4)
𝒞𝒞MAC(𝑝𝑝𝑈𝑈,𝑝𝑝𝑈𝑈|𝑊𝑊)が

なる不等式を満たす(𝑅𝑅1,𝑅𝑅2)で与えられることに注目し，
次の３次元領域を定義する．

𝒞𝒞ext(𝑊𝑊)を求めれば
𝒞𝒞MAC(𝑊𝑊)が求まる

補題4
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接平面表現による容量域計算(2/4)

以下のような法線ベクトル を考える．

を以下のように定義する．

命題5

すると，次の命題が成り立つ．
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接平面表現による容量域計算(3/4)
と表したときの

命題5より次の系を得る．

法線ベクトルを

命題5と系1より次の命題が得られる．

C (pX ,pY |W ) および を（n） それぞれ

および とおく．

系1
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接平面表現による容量域計算(4/4)

MACの容量域𝒞𝒞MAC(𝑊𝑊)の境界𝜕𝜕𝒞𝒞MAC(𝑊𝑊)を

とパラメータ表示したとき

は以下の式で与えられる．

これを求めたい!

𝜕𝜕𝒞𝒞MAC(𝑊𝑊)

命題6
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を求める手順

1.

2. をArimoto-Blahutアルゴリズムを用いて求める．

を固定する．

3. 固定していた を動かすと もそれに対応して値をとり，

が求まる．その最大値から
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を求めるために以下の目的関数を定義する．

固定した𝑞𝑞𝑈𝑈に対し， は 𝑝𝑝𝑈𝑈 = 𝑞𝑞𝑈𝑈 のときに以下の最大値をとる．

この目的関数について次の補題が成り立つ．

Arimoto-Blahutアルゴリズム(1/5)

補題5
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固定した𝑝𝑝𝑈𝑈に対し, 𝐹𝐹 𝛼𝛼,𝛽𝛽 (𝑝𝑝𝑈𝑈, 𝑞𝑞𝑈𝑈)は

のとき最大値

および規格化定数𝐾𝐾はそれぞれ以下で与えられる．

Arimoto-Blahutアルゴリズム(2/5)
補題6

をとる．ここで，𝐴𝐴(𝛼𝛼,𝛽𝛽) 𝑥𝑥
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Arimoto-Blahutアルゴリズム(3/5)

分布更新アルゴリズム

1. 𝑞𝑞𝑈𝑈
0
を適当にとる．

2. 𝑡𝑡 = 0,1,2 …のときの分布更新式を以下に定める．

ここで，𝐾𝐾𝑡𝑡は以下の式で与えられる．

補題5，6より，次の分布更新アルゴリズムが得られる．
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Arimoto-Blahutアルゴリズム(4/5)

分布更新アルゴリズムについて，次の命題が成り立つ．

のとき，次の不等式が成り立つ．

(a)は分布更新式により成り立つ．(b)は補題2により成り立つ．

命題7
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Arimoto-Blahutアルゴリズム(5/5)

𝑞𝑞𝑈𝑈∗ ： 𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝛽𝛽 (𝑝𝑝𝑈𝑈|𝑊𝑊)の最適値を与える分布．

任意の𝑡𝑡 = 0,1,2, …に対し，以下が成り立つ．

命題8より次の定理が得られる．

定理1

は𝑡𝑡 → ∞Arimoto-Blahutアルゴリズムの定める分布列

命題8

𝑞𝑞𝑈𝑈∗へ収束する．のとき
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数値実験で使用した通信路
使用する通信路：BSC(Binary Symmetric Channel)，ZC(Z Channel)

(BSC(𝜖𝜖1), BSC(𝜖𝜖2))−AC(Adder Channel) 

𝜖𝜖 ：雑音により誤りが発生する確率

(ZC(𝜖𝜖1), ZC(𝜖𝜖2))−AC 

2種類のMACに対する容量域計算
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MACを表す確率行列について

𝑊𝑊𝜖𝜖1,𝜖𝜖2 =

(1 − 𝜖𝜖1)(1 − 𝜖𝜖2) 𝜖𝜖1 1 − 𝜖𝜖2 + 1 − 𝜖𝜖1 𝜖𝜖2 𝜖𝜖1𝜖𝜖2
1 − 𝜖𝜖1 𝜖𝜖2 𝜖𝜖1𝜖𝜖2 + (1 − 𝜖𝜖1)(1 − 𝜖𝜖2) 𝜖𝜖1(1 − 𝜖𝜖2)
𝜖𝜖1(1 − 𝜖𝜖2) 1 − 𝜖𝜖1 1 − 𝜖𝜖2 + 𝜖𝜖1𝜖𝜖2 1 − 𝜖𝜖1 𝜖𝜖2

𝜖𝜖1𝜖𝜖2 1 − 𝜖𝜖1 𝜖𝜖2 + 𝜖𝜖1(1 − 𝜖𝜖2) (1 − 𝜖𝜖1)(1 − 𝜖𝜖2)

(BSC(𝜖𝜖1), BSC(𝜖𝜖2))−AC：

(BSC(𝜖𝜖1), BSC(𝜖𝜖2))−ACは (2,2;3)-MAC になる．
確率行列は以下で表される．

出力: 𝑍𝑍 0 1 2

(𝑋𝑋,𝑌𝑌;𝑍𝑍)の要素数

(0,0)
(0,1)
(1,0)
(1,1)

入力: (𝑋𝑋,𝑌𝑌)

𝑋𝑋 = {0,1}

𝑌𝑌 = {0,1}
𝑍𝑍 = {0,1,2}
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領域の境界を達成する最適分布

�
𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ = (𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ (1))

𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ = (𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ (1))

方向𝜃𝜃 ∈ [0, 𝜋𝜋
2

]に対する領域の境界を与える量である𝑟𝑟(𝜃𝜃)
を達成する入力分布を以下のように定義する．

容量域の計算とともに，各𝜃𝜃に対する

𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 を求めた．
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実験結果(1/3)

𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 = 0.50,0.50 ,∀𝜃𝜃 ∈ [0,
𝜋𝜋
2

]

𝑊𝑊𝜖𝜖1=0,𝜖𝜖2=0 =

1 0 0
0 1 0
0 1 0
0 0 1

遷移確率行列の設定
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𝑊𝑊𝜖𝜖1=0.1,𝜖𝜖2=0.1 =

0.81 0.18 0.01
0.09 0.82 0.09
0.09 0.82 0.09
0.01 0.18 0.81

𝑊𝑊𝜖𝜖1=0.1,𝜖𝜖2=0.2 =

0.72 0.26 0.02
0.18 0.74 0.08
0.08 0.74 0.18
0.02 0.26 0.72

遷移確率行列の設定

𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 = 0.50,0.50 ,∀𝜃𝜃 ∈ [0,
𝜋𝜋
2

]

(BSC 0.1 ,BSC(0.1))-AC:

𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 = 0.50,0.48 ,∀𝜃𝜃 ∈ [0,
𝜋𝜋
2

]

(BSC 0.1 ,BSC(0.2))-AC:

実験結果(2/3)
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𝑊𝑊𝜖𝜖1=0.1,𝜖𝜖2=0.1 =

1.0 0.0 0.0
0.1 0.9 0.0
0.1 0.9 0.0

0.01 0.18 0.81

𝑊𝑊𝜖𝜖1=0.1,𝜖𝜖2=0.2 =

1.0 0.0 0.0
0.2 0.8 0.0
0.1 0.9 0.0

0.02 0.26 0.72

遷移確率行列の設定

② 𝜃𝜃 = 𝜋𝜋
6

③ 𝜃𝜃 = 𝜋𝜋
3

① 𝜃𝜃 = 𝜋𝜋
12

④ 𝜃𝜃 = 5𝜋𝜋
12

① 𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 = 0.54,0.56

③ 𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 = 0.53,0.58

② 𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 = 0.53,0.58

④ 𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃
∗ 0 ,𝑝𝑝𝑈𝑈;𝜃𝜃

∗ 0 = 0.55,0.56

実験結果(3/3)
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Calvoら(2010)[12]との比較(1/3)

ℛrs
𝑖𝑖 : 500個の分布をランダムに選び，最適を出したMACの容量域の内界

ℛmarg
𝑖𝑖 : Marginalizationを用いて求めたMACの容量域の内界

ℛrand
𝑖𝑖 : Randomizationを用いて求めたMACの容量域の内界

ℛ𝑜𝑜: MACの容量域の外界

𝒞𝒞sum : レート和容量

Calvoら(2010)[12]は，MACの容量域の内界と外界を計算した．

Calvoら(2010)[12]にある２つの例題につき，厳密解を求め，結果を比較．

𝒞𝒞MAC: 提案する領域計算アルゴリズムにより得られた（数値的に厳密な）
MACの容量域

Calvoら（2010）[5]
の結果

本研究の結果

これらを比較
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𝑊𝑊calvo1 =

0.2 0.3 0.5
0.7 0.2 0.1
0.5 0.1 0.4
0.3 0.4 0.3

遷移確率行列の設定

𝑊𝑊calvo2 =

0.4 0.1 0.5
0.3 0.2 0.5
0.5 0.4 0.1
0.2 0.8 0

以下の2つの例題をそれぞれcalvo1，calvo2とする．

Calvoら(2010)[12]との比較(2/3)
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𝜃𝜃 = 𝜋𝜋
4
の場合の容量域の境界を達成する入力分布𝑝𝑝𝑈𝑈(0)

Calvoら(2010)[12]との比較(3/3)
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結論と今後の課題

・2入力1出力MACの容量域を厳密に求めるアルゴリズムを提案し，
幾つかの MAC の例について，容量域を数値的に求めた．

・ は入力分布𝑝𝑝𝑈𝑈に関して非凸となる場合がある．

・Calvoら(2010)[5]の得た容量域の内界と本研究で求めた容量域の厳密解
が一致

・𝑌𝑌が3値以上の場合の容量域計算への対応

⇒𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝛽𝛽 (𝑊𝑊)を𝑝𝑝𝑈𝑈の全数探索以外の方法で求める必要．

⇒ Calvoらの得た内界が最適であることを示した．

𝐶𝐶 𝛼𝛼,𝛽𝛽 (𝑝𝑝𝑈𝑈|𝑊𝑊)



研究（あがき）の結果
ABアルゴリズムの多端子通信路の容量域計算への拡張：

補助確率変数のマルコフ条件を緩和する手法の導入

他の最適化手法との併用等
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多端子通信路の容量域計算においても有効

今後の進展が大いに期待できるのではないか！
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