
データ生成観測メカニズムの
確率モデルからの機械学習法



概要と注意点

⚫意思決定写像[松嶋ら，2022]によるデータ科学の体系化を応用した研
究事例

⚫授業や教科書に載るかは未定（おそらく載らない）

⚫以降に登場する用語はまだ定着していないものを含む
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目的：予測問題

⚫予測問題とは
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性別 クーポンの配布 購買額

男 あり 1000

女 なし 2000

⋮ ⋮ ⋮

男 あり 1500

女 なし ？

説明変数または特徴量 目的変数

連続量→回帰本研究では
説明変数はカテゴリカル



目的：予測問題

⚫予測問題とは

5

性別 クーポンの配布 購買

男 あり あり

女 なし あり

⋮ ⋮ ⋮

男 あり なし

女 なし ？

説明変数または特徴量 目的変数

カテゴリカル→分類本研究では
説明変数はカテゴリカル



目的：予測問題

⚫予測問題とは
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𝑥1 𝑥2 𝑦

𝑥11 𝑥12 𝑦1

𝑥21 𝑥22 𝑦2

⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 𝑦𝑛

𝑥𝑛+1,1 𝑥𝑛+1,2 𝑦𝑛+1 =？

説明変数または特徴量：𝒙 目的変数：𝑦

𝒙𝑖 , 𝑦𝑖 𝑖=1
𝑛

=:𝒟

𝒙𝑛+1

過去の説明変数と目的変数の組𝒟 = 𝒙𝑖 , 𝑦𝑖 𝑖=1
𝑛 から

新規説明変数𝒙𝑛+1に対応する未知目的変数𝑦𝑛+1を予測する



意思決定写像[松嶋ら，2022]としての整理
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目的： 𝒙𝑛+1に対応した𝑦𝑛+1を予測したい．
設定：

評価基準：

意思決定写像
𝒙𝑖 , 𝑦𝑖 𝑖=1

𝑛 , 𝒙𝑛+1

データ集合 𝒳𝑛+1 × 𝒴𝑛

ො𝑦𝑛+1

決定集合 𝒴

෩෩

෩
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関数木とモデルツリー

⚫関数木による予測（例，CART[Breiman et al, 1984]）

⚫モデルツリーのもとでの予測（例，[須子ら，2003]）
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𝑥1
0 1

0 1𝑦0
𝑦10 𝑦11

𝑥2

𝑥𝑖1
0 1

0 1𝑝 𝑦𝑖 𝜃0

𝑝 𝑦𝑖 𝜃10 𝑝 𝑦𝑖 𝜃11

𝑥𝑖2

関数木

モデルツリー

© Waseda Education team of Data Science (WEDS)
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予測としての分類問題の例

© Waseda Education team of Data Science (WEDS) 9

[データの同質性（新語）] 学習データと予測の対象となる新規データは同じメカニズムで
発生する



関数木とモデルツリー

⚫関数木（例，CART[Breiman et al, 1984]）

⚫代表的な性能改善手法（例，Random Forest[Breiman, 2001]）

⚫複数の関数木の構築・利用：
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1

𝐿


𝑙=1

𝐿

𝑓 𝒙𝑛+1; 𝜽𝑙 , 𝑇𝑙 , 𝒌𝑙

0 1

0 1

𝑦11𝑦10

𝑦0 𝑥1

𝑥2

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0,1,0

𝑦10

この関数を特徴づけるのは．．．

𝒌 ∈ 𝒦：各内部ノードに割り当てられた
説明変数の添字列
（特徴量割当ベクトル）

𝑇 ∈ 𝒯：木の形
𝒚 ∈ 𝒴：葉ノードに割り当てられた

予測値

これらを学習データ𝒟の
特徴を記述するようあらかじめ調整

入力

出力



関数木とモデルツリー

⚫モデルツリー

⚫確率モデルの仮定を利用することで，予測の統計的性質の議論が可能に．

⚫今回は特にベイズ基準のもとでの良さを議論→事前分布𝑝 𝜽, 𝑇, 𝒌 を仮定．
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𝜃11𝜃10

𝜃0 𝑥1

𝑥2

𝑦 ∼ 𝑝 𝑦 𝜃10

この分布を特徴づけるのは．．．条件付け

確率的生成

𝒌 ∈ 𝒦：各内部ノードに割り当てられた
説明変数の添字列
（特徴量割当ベクトル）

𝑇 ∈ 𝒯：木の形
𝜽 ∈ 𝚯：葉ノードに割り当てられた

生成分布パラメータ

෩

0 1

0 1

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = 0,1,0



関数木とモデルツリー

⚫モデルツリーの事前分布
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𝑝 𝜽 𝑇𝑝 𝑇𝑝 𝒌

𝒌 ∈ 𝒦：特徴量割当ベクトル，𝑇 ∈ 𝒯：木の形，𝜽 ∈ 𝚯：生成分布パラメータ

𝑥2

𝑥1

𝑥2

𝑥1𝜃0

𝜃10 𝜃11

𝑥2

𝑥1𝑥3

事前分布 𝑝 𝜽, 𝑇, 𝒌

以降，𝛿で表す

© Waseda Education team of Data Science (WEDS)
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意思決定写像[松嶋ら，2022]としての整理
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目的： 𝒙𝑛+1に対応した𝑦𝑛+1を予測したい．
設定：i.i.d.に𝑦𝑖 ∼ 𝑝 𝑦𝑖 𝒙𝑖 , 𝜽, 𝑇, 𝒌 （モデルツリーによるデータ生成観測メカニズム）

𝜽 ∼ 𝑝 𝜽 𝑇 （𝑦の共役事前分布）
𝑇 ∼ 𝑝 𝑇 （[Nakahara et al.,2022]の分布）
𝒌 ∼ 𝑝 𝒌 （一様分布）

評価基準：
෩

෩

෩

෩
෩

© Waseda Education team of Data Science (WEDS)

意思決定写像
𝒙𝑖 , 𝑦𝑖 𝑖=1

𝑛 , 𝒙𝑛+1

データ集合 𝒳𝑛+1 × 𝒴𝑛

ො𝑦𝑛+1

決定集合 𝒴

෩෩



ベイズ基準のもと最適な予測

⚫予測の評価基準（ベイズ危険関数𝐵𝑅 𝛿 ）
⚫損失関数

𝐿 𝜽, 𝑇, 𝒌 , 𝛿 𝒟, 𝑥𝑛+1 = 

𝑦𝑛+1

𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌 ℓ 𝑦𝑛+1, 𝛿 𝒟, 𝑥𝑛+1

⚫ ベイズ危険関数

𝐵𝑅 𝛿 = 

𝜽,𝑇,𝒌

𝑝 𝜽, 𝑇, 𝒌 

𝒟,𝑥𝑛+1

𝑝 𝒟, 𝑥𝑛+1 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝐿 𝜽, 𝑇, 𝒌 , 𝛿 𝒟, 𝑥𝑛+1

→ベイズ危険関数を最小化する予測を行う
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予測の良し悪しを統計的に評価できる

0-1誤差，二乗誤差など



意思決定写像[松嶋ら，2022]としての整理
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目的： 𝒙𝑛+1に対応した𝑦𝑛+1を予測したい．
設定：i.i.d.に𝑦𝑖 ∼ 𝑝 𝑦𝑖 𝒙𝑖 , 𝜽, 𝑇, 𝒌 （モデルツリーによるデータ生成観測メカニズム）

𝜽 ∼ 𝑝 𝜽 𝑇 （𝑦の共役事前分布）
𝑇 ∼ 𝑝 𝑇 （[Nakahara et al.,2022]の分布）
𝒌 ∼ 𝑝 𝒌 （一様分布）

評価基準：ベイズ危険関数𝐵𝑅 𝛿 の最小化
෩

෩

෩

෩
෩
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意思決定写像
𝒙𝑖 , 𝑦𝑖 𝑖=1

𝑛 , 𝒙𝑛+1

データ集合 𝒳𝑛+1 × 𝒴𝑛

ො𝑦𝑛+1

決定集合 𝒴

෩෩



ベイズ基準のもと最適な予測

⚫ベイズ基準のもと最適な予測𝛿∗

⚫例，0-1損失関数に基づくベイズリスク関数を評価基準とする場合

⚫ あらゆるモデルツリーの事後分布による重みつき和計算が理論上最適

⚫ ただし，計算量が膨大（𝒌, 𝑇の和の範囲が問題サイズに対し指数的に増加）
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𝛿∗ 𝒟, 𝒙𝑛+1
= argmax

𝑦𝑛+1
𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟

= argmax
𝑦𝑛+1



𝒌∈𝒦



𝑇∈𝒯

න𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝑝 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝒟 d𝜽

モデルツリー 事後分布



人工データ実験結果
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悪

良

小 大

⚫人工データで平均予測誤り確率（ベイズリスクの近似値）を確認
⚫ 𝒳 = 𝒴 = 0,1

⚫ 𝐾 = 20,𝐷max = 10

⚫ 𝒌, 𝑇：100回生成

⚫ 𝜽, 𝒙, 𝑦：100回生成

⚫ バーンイン期間：500

⚫ MCMCサンプルサイズ：1000

⚫比較手法

⚫Random Forest[Breiman, 2001]

⚫LightGBM[Ke et al, 2017]

⚫BART[Chipman et al., 2010]

⚫メタツリーランダムフォレスト
[Dobashi et al., 2010]



実データ実験結果

⚫Titanicデータでの予測実験
⚫説明変数

⚫タイタニック号の乗客の属性

⚫目的変数

⚫生存 / 死亡

⚫実験方法

⚫連続変数は5段階に量子化
→全変数をOne-hot表現に

⚫5-foldクロスバリデーション

⚫実験結果

⚫5回分の平均誤り率の箱ひげ図
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悪

良



ベイズ基準のもと最適な予測の効率的計算

⚫ベイズ基準のもと最適な予測を効率的に計算するには？
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𝛿∗ 𝒟, 𝑥𝑛+1
= argmax

𝑦𝑛+1
𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟

= argmax
𝑦𝑛+1



𝒌∈𝒦



𝑇∈𝒯

න𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝑝 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝒟 d𝜽

= argmax
𝑦𝑛+1



𝒌∈𝒦

𝑝 𝒌 𝒟 

𝑇∈𝒯

𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 න𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝑝 𝜽 𝒟, 𝑇, 𝒌 d𝜽

𝜽に共役事前分布を仮定
→解析的に解ける

𝑝 𝑦𝑛+1 𝑥𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

メタツリーによる
効率的厳密計算
[須子ら，2003]

[Dobashi et al., 2021]

未解決



ベイズ基準のもと最適な予測の効率的計算

⚫メタツリー𝑀𝑇,𝒌

⚫特徴量割当ベクトルが𝒌であるようなモデルツリーの集合
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𝑥2

𝑥1𝑥3

性質：𝑀𝑇,𝒌に含まれる全てのモデルツリーに関する期待値を厳密かつ

効率的に計算するアルゴリズムが存在[須子ら，2003] [Dobashi et al., 2021] ．
→代表木の形を𝒯の最大木𝑇maxにとれば，𝒯上の期待値が計算可能．

定義：𝑀𝑇,𝒌 ≔ 𝑇′, 𝒌′ ∈ 𝒯 ×𝒦 𝒌′ = 𝒌, 𝑇′は𝑇の部分木



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーの事前分布[Nakahara et al.,2022]

⚫具体例
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𝑔𝑠𝜆 = 0.7

𝑔𝑠0 = 0.4 𝑔𝑠1 = 0.8

𝑔𝑠10 = 0 𝑔𝑠11 = 0𝑔𝑠01 = 0𝑔𝑠00 = 0

パラメータ
𝑇

𝑝 𝑇

= 𝑔𝑠𝜆 1 − 𝑔𝑠0 𝑔𝑠1 1 − 𝑔𝑠10 1 − 𝑔𝑠11
= 0.7 × 1 − 0.4 × 0.8 × 1 − 0 × 1 − 0 = 0.336

枝分かれ確率𝑔𝑠
（メタツリー𝑀𝑇,𝒌の各ノード𝑠 ∈ 𝒮に付与）

𝑀𝑇,𝒌の部分木

として生成

𝑥2

𝑥1𝑥3

𝑥2

𝑥1𝑥3



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーの事前分布[Nakahara et al.,2022]

⚫ Definition 1

⚫ 𝑔𝑠 𝑠∈𝒮 ∈ 0, 1 𝒮 ：枝分かれ確率（葉ノードに対しては𝑔𝑠 = 0）

⚫このとき，以下で分布を定義

𝑝 𝑇 ≔ ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′

⚫この分布が確率分布の定義を満たすこと，すなわち



𝑇

𝑝 𝑇 =

𝑇

ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′ = 1

が木の再帰的構造を利用した数学的帰納法で証明可能
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𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌

=
1

𝐶
ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′ ෑ

𝑖=1

𝑛

ෑ

𝑠∈ℒ𝑇

𝑝 𝑦𝑖 𝒙𝑖 , 𝑠, 𝒌
𝐼 𝑠𝑇,𝒌 𝒙 =𝑠

=
1

𝐶
ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′ ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑝 𝑦𝑖 𝒙𝑖 , 𝑠, 𝒌
𝐼 𝑠𝑇,𝒌 𝒙 =𝑠

= ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠|𝒟,𝒌 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′|𝒟,𝒌

メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーの事後分布
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫事後分布
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𝑥2

𝑥1

𝐼 𝑠𝑇,𝒌 𝒙 = 𝑠 により

葉ノードから
一つが選ばれる

パラメータに吸収（後述）

木の共役事前分布！



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

24

𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇1, 𝒌 + 𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇2, 𝒌

+𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇3, 𝒌 + 𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇4, 𝒌

+𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇5, 𝒌

𝑇1 𝑇2

𝑇3 𝑇4

𝑇5



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0
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𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇1, 𝒌 + 𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇2, 𝒌

+𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇3, 𝒌 + 𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇4, 𝒌

+𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇5, 𝒌

𝑇1 𝑇2

𝑇3 𝑇4

𝑇5

等しい 等しい



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

26

𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌 + 𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

𝑇1 + 𝑇3 𝑇2 + 𝑇4

𝑇5



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

27

𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌 + 𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+𝑝 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

𝑇1 + 𝑇3 𝑇2 + 𝑇4

𝑇5

= 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+ 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

28

= 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+ 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

29

= 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 ቀ 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

ቁ+𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

= 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+ 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

30

= 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 ቀ 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

ቁ+𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

= 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+ 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

31

= 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 ቀ 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

ቁ+𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

= 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+ 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

再帰関数によって計算可能
𝑞 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠, 𝒌

= 1 − 𝑔𝑠|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠, 𝒌 + 𝑔𝑠|𝒟,𝒌𝑞 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠child, 𝒌



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫メタツリー上のモデルツリーに関する期待値
⚫計算したかったもの：σ𝑇∈𝒯 𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

⚫例，最大深さ2の2分木， 𝑥𝑛+1,1, 𝑥𝑛+1,2, 𝑥𝑛+1,3 = 0,1,0

32

= 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 ቀ 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

ቁ+𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

= 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠10|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠10, 𝒌

+𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 1 − 𝑔𝑠1|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠0, 𝒌

+ 1 − 𝑔𝑠𝜆|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠𝜆, 𝒌

再帰関数によって計算可能
𝑞 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠, 𝒌

= 1 − 𝑔𝑠|𝒟,𝒌 𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠, 𝒌 + 𝑔𝑠|𝒟,𝒌𝑞 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟, 𝑠child, 𝒌

𝑠が枝分かれしない
場合の予測分布

𝑠が枝分かれする
場合の予測分布



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫事後分布の正規化

⚫𝑔𝑠|𝒟,𝒌は以下の式に従って逐次的に更新可能

33

1

𝐶
ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′ ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑝 𝑦𝑖 𝒙𝑖 , 𝑠, 𝒌
𝐼 𝑠𝑇,𝒌 𝒙 =𝑠 = ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠|𝒟,𝒌 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′|𝒟,𝒌

パラメータに吸収

𝑔𝑠|𝒙𝑖+1,𝑦𝑖+1,𝒌

=
𝑔𝑠|𝒙𝑖,𝑦𝑖,𝒌𝑞 𝑦𝑖+1 𝒙𝑖+1, 𝒙

𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑠child, 𝒌

1 − 𝑔𝑠|𝒙𝑖,𝑦𝑖,𝒌 𝑝 𝑦𝑖+1 𝒙𝑖+1, 𝒙
𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑠, 𝒌 + 𝑔𝑠|𝒙𝑖,𝑦𝑖,𝒌𝑞 𝑦𝑖+1 𝒙𝑖+1, 𝒙

𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑠child, 𝒌



メタツリーを用いたモデルツリーの総和計算

⚫事後分布の正規化

⚫𝑔𝑠|𝒟,𝒌は以下の式に従って逐次的に更新可能

34

1

𝐶
ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′ ෑ

𝑖=1

𝑛

𝑝 𝑦𝑖 𝒙𝑖 , 𝑠, 𝒌
𝐼 𝑠𝑇,𝒌 𝒙 =𝑠 = ෑ

𝑠∈ℐ𝑇

𝑔𝑠|𝒟,𝒌 ෑ

𝑠′∈ℒ𝑇

1 − 𝑔𝑠′|𝒟,𝒌

パラメータに吸収

𝑔𝑠|𝒙𝑖+1,𝑦𝑖+1,𝒌

=
𝑔𝑠|𝒙𝑖,𝑦𝑖,𝒌𝑞 𝑦𝑖+1 𝒙𝑖+1, 𝒙

𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑠child, 𝒌

1 − 𝑔𝑠|𝒙𝑖,𝑦𝑖,𝒌 𝑝 𝑦𝑖+1 𝒙𝑖+1, 𝒙
𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑠, 𝒌 + 𝑔𝑠|𝒙𝑖,𝑦𝑖,𝒌𝑞 𝑦𝑖+1 𝒙𝑖+1, 𝒙

𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑠child, 𝒌

𝑠が内部ノードだった
場合の周辺尤度

𝑠が枝分かれする
事前確率

𝑠が枝分かれする
場合の周辺尤度

ベイズの定理そのもの！
𝑠が枝分かれしない
場合の周辺尤度

𝑠についても周辺化
した周辺尤度



木の事前分布の応用

⚫木構造上の確率モデル
⚫ データの背後の木構造に関する事前分布とベイズ推論アルゴリズム
（期待値，最頻値，事後分布，予測分布，…）

35

∼ 𝑝 𝑇 =ෑ
𝑠∈ℒ𝑇

𝑔𝑠ෑ
𝑠′∈ℐ𝑇

1 − 𝑔𝑠
𝑇

四分木領域分割 決定木 ウェーブレット
パケット木

文脈木

[Nakahara et al., 2021]

[Nakahara et al., 2022]
[Dobashi et al., 2021]
[中原ら，2022] [岡ら, 2021] [Nakahara et al., 2022]

𝑥𝑖1
0 1

0 1𝑝 𝑦𝑖 𝜃0

𝑝 𝑦𝑖 𝜃10 𝑝 𝑦𝑖 𝜃11

𝑥𝑖2 𝒲
0

1

0

1

0100101…

[Nakahara et al., 2022][Nakahara et al., 2022]



ベイズ基準のもと最適な予測の効率的計算

⚫ベイズ基準のもと最適な予測を効率的に計算するには？

36

𝛿∗ 𝒟, 𝑥𝑛+1
= argmax

𝑦𝑛+1
𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝒟

= argmax
𝑦𝑛+1



𝒌∈𝒦



𝑇∈𝒯

න𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝑝 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝒟 d𝜽

= argmax
𝑦𝑛+1



𝒌∈𝒦

𝑝 𝒌 𝒟 

𝑇∈𝒯

𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 න𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝑝 𝜽 𝒟, 𝑇, 𝒌 d𝜽

𝜽に共役事前分布を仮定
→解析的に解ける

𝑝 𝑦𝑛+1 𝑥𝑛+1, 𝒟, 𝑇, 𝒌

メタツリーによる
効率的厳密計算
[須子ら，2003]

[Dobashi et al., 2021]

未解決



特徴量割当ベクトルに関する総和計算

⚫特徴量割当ベクトル（メタツリー）上の総和計算量削減アイデア

⚫部分集合構築法

37



𝒌∈𝒦



𝒌∈ 𝒌1,𝒌2,…,𝒌𝐵 ⊂𝒦

𝒦の部分集合 𝒌1, 𝒌2, … , 𝒌𝐵 上での総和に置き換える

並列的（独立）[Dobashi et al., 2021] 並列的（同時）[田島ら，2022]

直列的 [于ら，2022][馬庭ら，2022] サンプリング的[中原ら，2022]

𝒌1 𝒌2 𝒌3

𝒌1 𝒌2 𝒌3
𝒌1
′ 𝒌2

′ 𝒌3
′

𝒌1 𝒌1 𝒌2 𝒌1 𝒌2 𝒌3

𝑝 𝒌2 𝒌3 𝑝 𝒌3 𝒌2



特徴量割当ベクトルに関する総和計算

⚫特徴量割当ベクトル（メタツリー）上の総和計算量削減アイデア

⚫部分集合構築法
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𝒌∈𝒦



𝒌∈ 𝒌1,𝒌2,…,𝒌𝐵 ⊂𝒦

𝒦の部分集合 𝒌1, 𝒌2, … , 𝒌𝐵 上での総和に置き換える

考え方∖構築対象 メタツリー集合 関数木集合

並列的 独立 メタツリーランダムフォレスト[Dobashi et al., 2021] Random Forest[Breiman, 2001]

同時 メタツリー集合並列構成法[田島ら，2022]

直列的 メタツリーブースティング（回帰）[于ら，2022]

メタツリーブースティング（分類）[馬庭ら,2022]

XGBoost[Chen et al., 2016], 
LigntGBM[Ke et al, 2017]

サンプリング的 メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法



マルコフ連鎖モンテカルロ法の概要

⚫サンプリング法

⚫MCMC法（特にメトロポリスヘイスティングス法）
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複雑な分布
1

𝐶
𝑝(𝑧)

近似

別手段によるサンプル 𝑧(𝑡)
𝑡=1

𝑡end

経験分布に基づき
期待値，最頻値
なども算出可能

• 提案分布𝑞 𝑧 𝑡+1 𝑧 𝑡 により近くの点を提案

• 採択（移動）/ 棄却
反復

×

詳細つり合い条件
を満たすように

どれほど離れた点を
提案するかが問題



マルコフ連鎖モンテカルロ法の概要

⚫提案分布の設計における課題
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×

×

×
×

×
×

××

×

提案分布の分散：小

提案分布の分散：大

分布を覆うのに時間がかかる

棄却率が上がる



メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法

⚫MCMC法をメタツリーの積分に適用

⚫ MCMCサンプル 𝒌 1 , 𝒌 2 , … , 𝒌 𝑡end 上の標本平均で近似

⚫提案分布𝑞 𝒌 𝑡+1 𝒌 𝑡 をどのように設計するか？

⚫特徴量割当ベクトルはカテゴリカルなので分散の調整という考え方は使えない．

→木の事後分布𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑡 を利用し，固定する変数の数を調整！
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𝛿∗ 𝒟, 𝑥𝑛+1

= argmax
𝑦𝑛+1



𝒌∈𝒦

𝑝 𝒌 𝒟 

𝑇∈𝒯

𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 න𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌 𝑝 𝜽 𝒟, 𝑇, 𝒌 d𝜽

= argmax
𝑦𝑛+1

1

𝑡end


𝑡=1

𝑡end



𝑇∈𝒯

𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑡 න𝑝 𝑦𝑛+1 𝒙𝑛+1, 𝜽, 𝑇, 𝒌
𝑡 𝑝 𝜽 𝒟, 𝑇, 𝒌 𝑡 d𝜽



メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法

⚫木の形𝑇に関する事後分布𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑡 を計算可能

⚫各ノードで分岐が行われる事後確率𝑔𝑠|𝒟,𝒌(𝑡)を計算可能

⚫ 𝑔𝑠|𝒟,𝒌(𝑡)が小さいほど頻繁に𝑘𝑠を更新
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min 𝑔𝜆|𝒟,𝒌 𝑡 , 0.75

min 𝑔0|𝒟,𝒌(𝑡) , 0.75 𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥3 𝑥4 𝑥4 𝑥1

※各ノードの含まれやすさを色で表現

𝒌 𝑡

バーンイン期間
に調整



メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法
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メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法
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バーンイン期間
に調整



メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法
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メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法
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メタツリーマルコフ連鎖モンテカルロ法

⚫木の形𝑇に関する事後分布𝑝 𝑇 𝒟, 𝒌 𝑡 を計算可能
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min 𝑔𝜆|𝒟,𝒌 𝑡 , 0.75

min 𝑔0|𝒟,𝒌(𝑡) , 0.75 𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥3 𝑥4 𝑥4 𝑥1

𝑥1
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𝑥1

𝑥4 𝑥3 𝑥3 𝑥4

𝒌 𝑡 𝒌 𝑡+1

※各ノードの含まれやすさを色で表現

バーンイン期間
に調整

この方式は詳細つり合い条件を満たす
→反復回数に対して漸近的にベイズ最適



実験結果
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悪

良

小 大

⚫人工データで平均予測誤り確率（ベイズリスクの近似値）を確認
⚫ 𝒳 = 𝒴 = 0,1

⚫ 𝐾 = 20,𝐷max = 10

⚫ 𝒌, 𝑇：100回生成

⚫ 𝜽, 𝒙, 𝑦：100回生成

⚫ バーンイン期間：500

⚫ MCMCサンプルサイズ：1000

⚫比較手法

⚫Random Forest[Breiman, 2001]

⚫LightGBM[Ke et al, 2017]

⚫BART[Chipman et al., 2010]

⚫メタツリーランダムフォレスト
[Dobashi et al., 2010]



実データ実験

⚫Titanicデータでの予測実験
⚫説明変数

⚫タイタニック号の乗客の属性

⚫目的変数

⚫生存 / 死亡

⚫実験方法

⚫連続変数は5段階に量子化
→全変数をOne-hot表現に

⚫5-foldクロスバリデーション

⚫実験結果

⚫5回分の平均誤り率の箱ひげ図
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まとめ

⚫従来の決定木は特徴記述や予測の関数を表現
→我々は確率的データ生成観測メカニズムとしての決定木を提案

⚫ベイズ最適な予測の理論式を導出

⚫ベイズ最適な予測の計算困難性を以下のアイデアで回避
⚫木の形に関する総和計算：メタツリー

⚫特徴量割当ベクトルに関する総和計算：
MCMC法（その他の探索的手法も研究中）

⚫人工データ上でRandom ForestやLightGBMを凌駕．実データ上
でもそれに匹敵する性能を示している．
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付録：実データ実験

⚫TitanicデータにおけるMCMC採択回数に対する尤度の挙動
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付録：真の事後分布への収束確認

⚫真の事後分布とのJensen-Shannonダイバージェンス
⚫実験条件

⚫𝒳 = 𝒴 = 0,1

⚫𝐷max = 3,𝐾 = 5
→モデル総数78,125

⚫真のモデル
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